Doc. Ing. Michal Chobot, CSc.
Doc. RNDr. Ing. Frantisek Turnovec, CSc.
RNDr. Viadimir UlasSin

TEORIA HIER
A ROZHODOVANIA

Vydavatel'stvo Alfa e Bratislava



Vysokoskolskd ucebnica oboznamuje Citatela s matematickymi ndstrojmi modelovania, s analyzou
a rieSenim problémov konfliktného rozhodovania, ako i s aplikanymi monostami. Znalosti z tejto
problematiky umoznia spresnit ekonomické rozhodovanie a poznanie ekonomickych javov.

Uréend je Studentom VSE, ale rovnako méze byt vhodnou poméckou pre Studentov inych vysok ych
$kaol, ako i pre pracovnikov v oblasti riadenia ekonomiky.

Autorsky kolektiv:
Doc. Ing. MicHaL Chosor, CSc.: Uvod, kap. 1, 3, 5, 6.2, 6.4
Doc. RNDr. Ing. FRANTISEK TURNOVEC, CSc.: kap. 2, 4, 6.3
RNDr. Veapimir ULASIN: kap. 6.1

Lektori:

Doc. RNDr. MiLAN Hamara, CSc.
Doc. RNDr. Ebpuarp HozLAr, CSc.

Redakcia ekonomickej literatary — vedica redaktorka Ing. ANNA SRSNOVA

© M. Chobot— F. Turnovec— V. Ulasin, 1991

ISBN 80-05-00702-7

OBSAH

Uvod

1 Modely rozhodovacich situdcii .
1.1 Charakteristika rozhodovacich situacii .
Konfliktné rozhodovacie situdcie — hry a ich klasxﬁkdcna

2 Kone¢né hry dvoch hradov

2.1 Maticové hry

2.1.1 Zakladné pOmeddeﬁmcw: S

2.1.2 Optimalne stratégie . . . e

2.1.3 Zakladna veta teorie matlcovych hler

2.1.4 Vlastnosti optimalnych stratégii . e
2.1.5 Vziahy medzi maticovymi hrami a ulohdm: lmedrneho programovania .
2.1.6 Riesenie maticovych hier metédami linedrneho programovania

2.1.7 Mnoziny optimalnych stratégii

2.1.8 Shapleyho a Snowova metdda rieSenia mdtlcovych hxer e
2.2  Bimaticové hry . . . . . e e e e e e e
2.2.1 Zakladné po_}myoblm(mcovych hrach P,
2.2.2 Nekooperativny pristup — rovnovazne body . . . . . . . . . ..
2.2.3 Kooperativny pristup -— jadro hry o

2.2.4 Rovnovazne body v bimaticovych hrach a ulohy kvadratlckeho programovama -
2.3 Ekonomické aplikacie koneénych hier dvoch hracov . . .

3 Nekoneéné hry dvoch hracov

3.1 Zakladné pojmy a definicie

3.2 Metoddy rieSenia nekoneénych hier

3.3 Aplikacie nekoneénych hier dvoch hracov

4 Hry n hracov . . . . e e

4.1 Konecna hrdnhrdcovvnormdlnom tvare e e

4.2 Nekooperativne hry »n hracov

4.2.1 Zikladné pojmy o nekooperativnych hrdch

4.2.2 Garanéné platby a stratégie

4.2.3 Rovnovazne body a rovnoviazne strdtegle e e e e e e e e
4.2.4 Optimalne stratégie . . . . e e e e e e e e e e e e e
4.2.5 Existencia rovnovaznych bodov

4.3 Kooperativne hry n hracov . . . e e e e e e e e e e
4.3.1 Zakladné pojmy o kooperativnych hrdch e e e e e e e e e e e e
4.3.2 Charakteristicka funkcia . . . . . . . . . . . . ... e e e e e e e
4.3.3 Axiomy racionality .

20
20
20
24
34
37
43
52
56
59
64
65
68
75
78
80

86
86
100
106

108
108
s
115
116
120
122
130
132
132
135
140



4.3.4 Neumannove—Morgensternove riesenia

4.3.5 C jadro hry

4.3.6 Vyjednavacia mnozina .

4.3.7 N jadro hry

4.3.8 Shapleyho hodnota hry

4.4  Aplikacie hier n hracov

5 Modely rozhodovania za rizika a neur¢itosti .

5.1  Rozhodovanie za rizika a neurd¢itosti

5.2 Hry proti prirode a principy ich rieSenia .

5.2.1 Bayesov princip

5.2.2 Minmaxovy princip . .

5.2.3 Savageov princip minmaxu strdty . e
5.2.4 Hurwiczov princip ukazovatela optimizmu a pesimizmu
5.2.5 Princip nedostatoénej evidencie .

5.3 Hry s ohraniCeniami R

5.4  Hry s p-racionalnymi hra¢mi . .

5.5 Aplikacie modelov rozhodovania za l‘lZlkd a neurcitosti
6 Niektoré iné typy hier, aplikacie a dalsi rozvoj tedrie hier
6.1  Diferencidlne hry . . .
6.1.1 Diferencialne dntdgomst]cke hry S uplnou mfordelou .
6.1.2 Diferencialne antagonistické hry bez Uplnej informacie .
6.2 Hry s vektorovymi funkciami platieb

6.3  Tedria hier a spolocenské vedy .

6.3.1 Tedria duopolu . -

6.3.2 Modely volebného rozhodovama

6.4 Dalie smery rozvoja teorie hier

Literatara .

142
146
148
152
154
157

162
162
165
167
168
170
171
172
177
185
188

190
190
190
196
202
210
210
218
222

227

uvoD

Cielom tejto vysokoskolskej ucebnice je poskymut citatelovi prehlad zdklad-
nych poznatkov o sicasnej tedrii hier a jej aplikacnych moznostiach. Urclend je
posluchdcom réznych foriem Stidia na ekonomickych fakultdch, avSak uZitocné
poznatky v nej ndjdu aj vetci zdujemci o moderné metédy skimania v takych
spolocenskovednych disciplinach, akymi sii sociologia, psycholégia a politologia.
Autori by uvitali, keby zdaujem o ich knihu zo strany vojenskej vedy bol ¢o najmensi.

V prvej kapitole knily definujeme zdkladné pojmy modelovania konflikinych
situdcii. Druhd kapitola je venovand tedrii konecnych hier dvoch hrdcov, matico-
vych a bimaticovych hier a vztahom medzi tedriou hier a tedriou matematického
programovania. Tretia kapitola sa zaoberd nekonecnymi hrami dvoch hrdcov.
V §tvrtej kapitole uvddzame prehlad zdkladnych poznatkov o kooperativnej a ne-
kooperativnej tedrii hier n hracov. Piata kapitola obsahuje poznatky o rozhodovani
v podmienkach neuréitosti a rizika. Niektoré nové poznatky a smery dalSieho
rozvoja tedrie hier a jej aplikdcii uvddzame v Siestej kapitole.

Studium ucebnice predpokladd, e Eitatel poznd zdklady linedrnej algebry,
matematickej analyzy, tedrie pravdepodobnosti a matematického programovania
v rozsahu zdkladnych vysokoskoiskych kurzov na ekonomickych Skoldch.

Autori vyjadrujii svoju vdaku recenzentom Doc. RNDr. M. Hamarovi, CSc.
z Matematicko-fyzikdlnej fakulty UK v Bratislave a Doc. RNDr. E. HOZLARO-
vi, CSc. z Fakulty riadenia VSE v Bratislave za dokladni lek tiiru rukopisu a cenné
pripomienky.

AUTORI



1T MODELY ROZHODOVACICH SITUACII

V tejto kapitole definujeme zakladné pojmy, pouZivanu terminologiu a for-
mulujeme vieobecny matematicky model rozhodovacej situdcie. Dalej uvadza-
me Specialne pripady tohto modelu, ktoré sit modelmi matematického progra-
movania, teorie hier, tedrie rozhodovania za rizika a neuréitosti a tedrie viackri-
terialnej optimalizacie. Osobitni pozornost venujeme konfliktnym rozhodova-
cim situaciam, ktoré podrobnejsie vysvetlujeme v dalSich kapitolach.

1.1 CHARAKTERISTIKA ROZHODOVACICH SITUACII

Rozhodovanim rozumieme proces vyberu jedného z viacerych variantov.
Rozhodujicim sa subjektom je zvycajne Elovek alebo jednomyselne vystupujtici
kolektiv ludi, ktory ako reprezentant vlastnych zaujmov alebo zaujmov nejakej
organizacie vykondva vyber variantov. Situacie, v ktorych treba vykonat vyber
Jedného z vicsieho poctu variantov, t.j. rozhodnaf sa, nazyvame rozhodovacimi
situdciami.

Vyber variantov vedie k uréitym vysledkom rozhodovacej situdcie. Tieto
vysledky mozu byt z hladiska zaujmov rozhodujiiceho sa subjektu lepsie alebo
horsie. Ak rozhodujuci sa subjekt vychadza z porovnania moznych vysledkov
a usiluje sa vybraf v istom zmysle najlepsi variant, nazyvame ho racionalnym
ucastnikom rozhodovacej situdcie. Potom vyber v ,,istom zmysle najlepsicho*
variantu nazyvame optimdlnym rozhodovanim.

Z praxe vieme, Ze nie kazdy rozhodujuci sa subjekt je racionalny. Subjekt,
ktory je k vysledkom rozhodovania lahostajny, nazyvame indiferentnym tcast-
nikom rozhodovacej situacie. Pojem indiferentny castnik interpretujeme dalej
dost vieobecne. Indiferentny udastnik moze byt tak ¢lovek, ktory vybera varian-
ty bez hodnotenia vysledkov, ako aj nejaky faktor nahodného charakteru
(napriklad prirodné podmienky), vo vztahu s ktorym nemé pojem hodnotenia
vysledkov vobec zmysel. V obidvoch pripadoch méZeme k indiferentnému
Ucastnikovi pristupovat ako k nejakému nahodnému mechanizmu, ktory vybe-
ra varianty podla uréitého (znameho alebo neznameho) pravdepodobnostného
rozdelenia. Aby v ivahdch o rozhodovacich situaciach nevznikali nedorozume-
nia, pouzijeme v tomto pripade namiesto terminu vyber variantov termin stavy
vznikajuce v désledku posobenia indiferentného ucastnika.
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Dalej predpokladame, Ze rozhodovacia situacia ma aspon jedného racional-
neho ucastnika a hlfadame odpoved na otazku: aké rozhodovanie raciondlneho
ucastnika mozno pokladat v danej rozhodovacej situdcii za optimdlne?

Predpokladajme, Ze vysledky rozhodovania z hladiska zaujmov racionalne-
ho Gcastnika mozno hodnotit pomocou jednej alebo viacerych charakteristik
(kritérii). V prvom pripade hovorime o rozhodovacich situaciach so skalarnym
ohodnotenim vysledkov, v druhom pripade o rozhodovacich situaciach s vekto-
rovym ohodnotenim vysledkov.

Podla poétu tcastnikov rozhodovacej situdcie hovorime o rozhodovacich
situaciach s jednym tuéastnikom (v tomto pripade ide vzdy o racionalneho
teastnika) a o rozhodovacich situaciach s viacerymi ucastnikmi (pricom pripus-
fame, e niektori z u¢astnikov mézu byt indiferentni).

Rozhodovacie situacie s jednym Ucastnikom a so skalarnym ohodnotenim
vysledkov nazyvame nekonfliktnymi rozhodovacimi situaciami. Takymito roz-
hodovacimi situdciami sa zaobera najmai teoéria matematického programovania.

V ostatnych pripadoch hovorime o konfliktnych rozhodovacich situdciach.
Konfliktna rozhodovacia situdcia ma aspoti jeden z nasledujicich znakov:

a) vidsi pocet racionalnych ucastnikov,

b) aspoii jedného racionalneho a indiferentnc¢ho ucastnika,

¢) vektorové ohodnotenie vysledkov.

Doteraz neexistuje jednotnd a dostatoéne vieobecna teoria optimalneho
rozhodovania v konfliktnych rozhodovacich situaciach, ktoré maja vsetky tri
z uvedenych znakov, t.j. v ktorych vystupuje vacsi pocet racionalnych ucastni-
kov spolu s indiferentnym G¢astnikom a v ktorych rozhodovanie racionalnych
icastnikov vychadza z vektorového ohodnotenia vysledkov. Operaéna analyza
dava vSak k dispozicii viac alebo menej rozpracované teorie jednotlivych Spe-
cialnych pripadov.

Konfliktnymi rozhodovacimi situaciami s vé¢§im poctom racionalnych
tcastnikov a so skalarnym ohodnotenim vysledkov sa zaobera teoria hier.

Konfliktnymi rozhodovacimi situaciami s va¢8im poctom racionalnych
Giéastnikov alebo s jednym racionalnym uc¢astnikom a jednym indiferentnym
a&astnikom a so skalarnym ohodnotenim vysledkov sa zaoberd teoria rozhodo-
vania za rizika a neurditosti.

Konfliktnymi rozhodovacimi situaciami s jednym racionalnym ucastnikom
a s vektorovym ohodnotenim vysledkov sa zaobera tedria viackriteridlnej opti-
malizacie.

Uvedené tri oblasti operaénej analyzy spolu velmi tesne stivisia. NajvSeobec-
nej$ou a najviac rozpracovanou z nich je tedria hier, ktora poskytuje analytické
néstroje pre daldie dve oblasti. Sucasne prebieha vyvoj samej tedrie hier, ktora
zovieobectiuje svoje modely tak, aby okrem konfliktu medzi racionalnymi
Geastnikmi rozhodovacich situacii zahfali aj konfliktnost vychadzajicu z Gcas-
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ti indiferentnych acastnikov (ndhodné faktory), resp. konfliktnost réznych
cielov (vektorové ohodnotenie vysledkov).

Priklady konfliktnych rozhodovacich situacii nachddzame v rozliénych ob-
lastiach Zivota spolo¢nosti, napriklad $achova hra a iné tzv. salonne hry, vojen-
ské stretnutia a konflikty, medzinarodné rokovanie, koordinacia ¢innosti rozlic-
nych zloziek ekonomickej stistavy, rozhodovanie o vyrobnom programe podni-
lfu pri sledovani vicsieho mnozZstva ekonomickych ukazovatelov hospodarskej
¢innosti, rokovanie o rozdelovani zdrojov, siidne konanie, problém volby pes-
tovania polnohospodarskych kultlr alebo zadiatku ich zberu. To st len niektoré
z moznych rozhodovacich situacii konfliktného typu. ’

Sformulujeme vSeobecny matematicky model rozhodovace;j situacie, z ktoré-
ho budeme vychadzat pri dalsich iivahach.

' Ne_ch P={l, 2, ..., n} je mnoZina racionalnych tcastnikov rozhodovacej
situacie a Q = {1, 2, ..., m} je mnozina indiferentnych t¢astnikov.

Prefipokladajme, ze kazdy racionalny ucastnik p € P ma k dispozicii mnoZzinu
X, variantov rozhodovania. MnozZinu moZnych stavov, ktoré vznikaji v dosled-
ku pdsobenia indiferentného ucastnika ge Q oznacime ako Y,.

' V?’/sledkom rozhodovace;j situacie nazyvame subor Varianul)v zvolenych ra-
cionalnymi castnikmi a stavov, ktoré nastali v dsledku pdsobenia indiferent-
nych ucastnikov. Vysledok oznadime ako

(x, y
kde )

X = (X[, X35 .00y X,), X,€X,

J’:()’hh, ~--ayn)= yqey:/

' Mnoiinu moznych vysledkov rozhodovacej situdcie nazyvame karteziansky
sucin
V=XxY
kde

x=Jlx, a v=]]y

p=1 g=1

Predpokladajme, Ze kazdy racionalny u¢astnik pozna nejakt zavislost medzi
vysledkami rozhodovacej situacie a urcitymi efektmi, ktoré pre neho z tychto
vysledkov vyplyvaji. Nech prislu$nii zavislost pre p-tého racionalneho Géastni-
ka vyjadruje vektorova funkcia

M, (x, y)
MI(X’ y) = f‘lpz(x’ y)
Mpk(x, )
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kde M, (x, y) su skalarne funkcie definované na karte21a1?skom 'suc1r,x? X >< Y.
Vektorovii funkciu M, (x, y) nazyvame hodnotxac.ou funkc19u p-tého ucastn}ka.
Matematickym modelom rozhodovacej situacie v normalnom tvare nazyva-
me mnozinu P racionalnych Géastnikov, mnoZinu Q indiferentnych ucastnikov,
nmnoZin X,, X,, ..., X, variantov racionalnych ucastnikov, m mnozin Y, X,, ...,
X, variantov racionalnych ucastnikov, m mnozin Y,, Y,, ..., ¥,, stavov indife-
rentnych u¢astnikov a n hodnotiacich funkcii M\, M,, ..., M, racionalnych
ucastnikov. Raciondlni hradi sa snaZia maximalizovat svoju hodnotiacu funk-
Ciu. . ’ - . ’ .
V kompaktnom tvare mdZeme matematicky model rozhodovacej situacie
zapisat takto
P={1,2, .., 0 X, Xo .., X,, My, ..., M,

0={L2...m; 1% 0 ..%,

(1.1)

Treba este povedat, v akom zmysle pokladame ucastnika pe P rozhodoyacej
situacie za racionalneho. Veobecne prijatelna vycerpavajuca definicia raciona-
lity Gc¢astnika rozhodovacej situacie, zobrazenej modelom (1.1), Siqteraz neexis-
tuje a pravdepodobne by nebolo realne pokusat sa o jej formu1301}1. Hovorme
predbezne o ,,minimalnom‘ chapani raciondlneho ﬁéastnika,‘ ktoré nam pone-
chava dostatoény priestor na jeho daliie rozvijanie v jednotlivych Specidlnych
pripadoch. L

Nech (xV, y'"y a (x®, y?) sl dva rozliéné vysledky rozhodovacej situacie,
pricom plati

Mpy(x(l)’ y(‘)) > Mpx(xd)’ y(Z))

pre vietky s = 1, 2, ..., k a aspoii pre jedno s plati
@
M, (x, y) > M, (x®, y®)

Potom p-ty racionalny ucastnik rozhodovacej situacie uprednostfiuje vysle-
dok (xV, y) pred vysledkom (x?, y®).

Model (1.1) mézeme analyzovat z dvoch hladisk. o

Na jednej strane nds mdZe zaujimat, ako sa bude v roz’hodov,acej situacii
spravaf priemerny jedinec vystupujuci v tlohe racionélnehq l.léastnllfa. Chcerpe
odhadniif vysledok nejakej rozhodovacej situacie, vykonaf jej prognozu. V tejto
suvislosti hovorime o deskriptivnom hfadisku. o

Okrem toho nas tieZ moZe zaujimaf, aké je v danej rozhodovacej situdcii
,,najlepsie* rozhodnutie kazdého z ucastnikov, resp. kedy sa racionélny ﬁf“:ast-
nik rozhoduje optimélne. V tomto pripade hovorime o normativnom hladls’kl‘l.

Deskriptivny pristup k analyze modelov typu (1.1) je skor predme‘tom ?auy’
mu sociolégie, psycholdgie a inych behavioristickych spolocenskych vied, aj ked
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od neho nemdze Uplne abstrahovaf ani tedria rozhodovania. Nas zaujima
predovsetkym ekonomické modelovanie, ktoré uz v svojej podstate obsahuje
princip vyberu ,,optimalnych variantov**. Model (1.1) skiimame preto z norma-
tivneho hladiska, t.j. z hladiska tedrie optimalneho rozhodovania.'

Pojem optimalne rieSenie, resp. optimalne rozhodovanie sa stal v poslednych
rokoch velmi frekventovanym, a to nielen v odbornej literatire. Casto sa
pouziva v najrozli¢nejich stvislostiach bez presného vymedzenia svojho obsa-
hu. Pokladdme preto za potrebné hned na zadiatku aspof struéne upozornit na
filozofiu optimalnosti, z ktorej vychadzame. .

Ak dalej hovorime o optimalnom rozhodovani, mame na zreteli uritd
charakteristiku spravania racionalnych uéastnikov v modeli (1.1), resp. v jeho
Specialnych pripadoch (napriklad pravidlo, podla ktorého racionalny ucastnik
rozhodovacej situacie v zavislosti od meniacich sa podmienok vybera varianty,
ktore sit pre neho z uréitého hladiska najvyhodnejsie). Optimalnym rozhodnu-
tim nazyvame konkrétny variant, ktory je pri fixovanych podmienkach pre
urcitého ucastnika ,,najvyhodne;jsic.

Doteraz sme sa vyjadrovali velmi neuréito a robili sme to zimerne. Vicobec-
ne nie je totiZ pojem optimalneho rozhodovania racionalneho uc¢astnika v mo-
deli (1.1) definovany vyhovujicim spésobom. V niektorych Specialnych pripa-
doch mozno sice odvodif intuitivne zrejmi jednozna&ni definiciu optimalneho
rozhodovania, ktora priamo vyplyva z nagho ,,minimalneho* chépania raciona-
lity ucastnika (napriklad modely nekonfliktnych rozhodovacich situdcii),
v inych pripadoch (najmid modely rozhodovacich situacii s vac$im poctom
racionainych ucastnikov, resp. s vektorovym ohodnotenim vysledkov) je vak
jednoznacna definicia optimalnosti problematicka a zavisi od mnohych predpo-
kladov, ktoré maji vo velkej miere subjektivny charakter.

Aj v tychto (z hladiska tedrie problematickych) situaciach sa viak treba
rozhodovaf a napriklad v sulade s potrebami automatizacie niektorych rozho-
dovacich éinnosti je osobitne dolezité formulovat presné pravidld vyberu va-
riantov. Ulohou tedrie optimalneho rozhodovania je aj v tychto problematic-
kych pripadoch poskytniit normativny navod na rozhodovanie, ktory by na
Jjednej strane umoznil vyladit zjavne ,,nerozumné* varianty a na druhej strane
formalizovat vyber , prijatelnych* variantov.

Pri analyze kazdej triedy modelov rozhodovacich situacii definujeme, ktoré
vysledky pokladame za optimalne, pokusime sa tieto definicie optimalnosti
logicky zdovodnit a ukazeme, ako mozno uréit prisluiné normativne optimalne
vysledky v konkrétnych matematickych modeloch.

""Takyto pristup k netrivialnym modelom typu (1.1) sa najdéslednejsie prejavuje v pracach
o operacnej analyze. V domdcej literatire sa tedriou hier ako nastrojom optimalneho rozhodovania
zaobera napriklad [21].
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Ako sme uZ uviedli, rozhodovacie situacie s jednym udastnikom a so skalar-
nym ohodnotenim vysledkov nazyvame nekonfliktnymi rozhodovacimi situa-
ciami. Matematicky model nekonfliktnej rozhodovacej situacie moézeme zapisat
takto:

P={1}; X, M} (1.2)

kde P je mnozina skladajica sa z jediného ucastnika,
X —— mnozina variantov tohto udcastnika,
M — jeho skalarna hodnotiaca funkcia definovana na mnozZine X.

Definicia optimalneho rozhodovania v modeli (1.2) nevyvolava nijaké disku-
sie. Za predpokladu, e vysledok rozhodovacej situdcie je iplne uréeny rozhod-
nutim jediného ucastnika, pricom kazdému vysledku mozno jednoznacne prira-
dit nejaké &slo charakterizujuce jeho ,kvalitu®, nemdze racionalny ucastnik
postupovat inym spdsobom, ako hladat variant x z mnoziny X s ¢o najvysSou
hodnotou funkcie M(x).

Problémami optimalneho rozhodovania v nekonfliktnych rozhodovacich
situaciach sa zaobera najmi teoria matematického programovania. Tieto prob-
lémy st podrobnejsie uvedené v [38]. Chceme sa zaoberat analyzou konfliktnych
rozhodovacich situacii, t. j. takych rozhodovacich situacii, kde vSeobecne moze
vystupovat viési pocet racionalnych Gcastnikov, pricom sa pripusta posobenie
indiferentnych ucastnikov.

1.2 KONFLIKTNE ROZHODOVACIE SITUACIE —
HRY A ICH KLASIFIKACIA

Klasickym pripadom konflikinej rozhodovacej situicie je rozhodovacia
situacia s vi¢sim poctom racionalnych ticastnikov a so skalarnymi hodnotiacimi
funkciami. Modely konfliktnych rozhodovacich situacii tohto typu su pred-
metom $tudia tedrie hier.

Zmienime sa najprv struéne o genéze tejto zaujimavej matematickej discipli-
ny. Vi&iina matematickych metod, ktoré sa dnes pouzivaju v ekonomii a v dal-
Sich spolodenskych vedach, ma svoj pévod v matematickej fyzike a v inych
prirodovednych aplikdciach matematiky. Aj ked sa doteraz eSte nevycerpali
vietky moznosti, ktoré pre ekonomickt analyzu poskytuju uz hotové nastroje
prirodnych vied, treba si uvedomit, Ze analogia medzi spolo¢enskymi a prirod-
nymi javmi, ktoré opraviuju pouZitie podobného matematického aparatu, je
ohranicena. Pre spolocenské javy, v ktorych sa stretavaju zaujmy cielovo sa
spravajucich individui a kolektivov, je vSak obtazné hladat analogiu vo fyzike.

Spolu s nastrojmi, ktoré spoloCenské vedy na ceste k exaktnosti preberaji
z inych oblasti a upravuji ich pre svoje ucely, treba rozvijat aj Specifické
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nastroje, ktoré adekvatnejSie ako ndstroje prirodnych vied odrazaji osobitosti
spolocenskych javov, prejavujuce sa okrem iného aj v ich konfliktnom charak-
tere.

Vznik teorie hier, ktord sa zaobera modelovanim a analyzou rozsiahlej triedy
konfliktnych situdcii, bol prvym krokom na ceste k principialne novému mate-
matickému aparatu spolocenskovednej analyzy. Jej zaklady vytvorili v $tyrid-
siatych rokoch tohto storofia matematik JOHN von NEUMANN a ekondm
a Statistik OSKAR MORGENSTERN.' Postupne sa tato tedria premenila na samo-
statnt sicast operacnej analyzy a dnes je velmi rychlo sa rozvijajicou matema-
tickou disciplinou, ktora nachadza Coraz vacsi podet aplikacii. Vyznamny pri-
nos k rozvoju teoérie hier predstavuje aj sovietska matematicka Skola pod
vedenim N. N. VOROBIEVA.

Vychadzajlc zo vieobecného modelu (1.1) mézeme model konfliktnej rozho-
dovacej situacie s vdACS§im poctom raciondlnych Wi¢astnikov a so skaldrnym
ohodnotenim vysledkov zapisaf takto:

P={1L2 .,ns X, X, ., X s M, M, ..M} (1.3)
kde P je mnozina racionalnych udastnikov,
X,, ..., X, — mnoziny variantov racionalnych u¢astnikov,
M,, ..., M, — skalarne hodnotiace funkcie racionalnych ucastnikov defi-
nované na kartezianskom sGc¢ine
X = H Xp

p=1
V sulade s prijatou terminoldgiou model (1.3) dalej nazyvame hrou v normal-
nom tvare, ucastnikov p € P hra¢mi, mnoZiny variantov X, mnoZinami stratégii
a hodnotiace skalarne funkcie M, funkciami platieb hracov.
Konfliktnit rozhodovaciu situaciu, modelovani hrou v normalnom tvare,
moézeme interpretovat takto: Kazdy z hracov voli jednu zo svojich stratégii
x,€ X,. V zavislosti od vysledku

X = (X}, X3y ..., X,)€X
uréeného volbami stratégii hracov, ziska p-ty hra¢ sumu

Mp(xl7 X5 vees xn)
ktort nazyvame platbou.

' Pdvodnym impulzom pre rozvoj tedrie hier bola analyza beznych spoloéenskych alebo hazard-
nych hier. Tato problematika sa sporadicky objavuje v pracach matematikov uZ od 17. storodia.
Z formalnej analdgie medzi hrami v uzSom slova zmysle a zloZitej$imi konfliktnymi situaciami sa
odvodil samotny nézov tedrie ako aj terminoldgia. Fundamentalne dielo J. von NEUMANNA
a O. MORGENSTERNA (pozri [47]) bolo vydané v roku 1944. Odvtedy nastal rychly rozvoj teorie hier.
Podrobnejsi historicky prehlad rozvoja tedrie hier moZno najst v [70].
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Pri analyze hry v norméalnom tvare sa zvycajne predpoklada, Ze ka}idy hré\?,
ma Gplnt informaciu o vietkych prvkoch modelu (1.3), t.j. pozna vlastni
mnoZinu stratégii a funkciu platieb a mnoZiny stratégii a funkcie; pl'fmeb ostat-
nych hracov, pricom konanie ani jedného z hracov nezavisi od nejakych vonkaj-
%ich faktorov, ktoré nie st obsiahnuté v modeli. Za tychto predpokladov
hovorime, Ze hra¢ je racionalny, ak o ,

a) pri zadanych stratégiach ostatnych hracov voli taku stratégiu, ktora
maximalizuje jeho funkciu platieb, . ’

b) ocakava pritom, Ze aj ostatni hraci konaji racionalne, t.j. rovnakym
sposobom, ako by na ich mieste konal on sam. '

Model (1.3) je stale este prili§ vSeobecny na to, aby sme preft mohli sformulo-
vaf univerzalnu definiciu optimalneho rozhodovania hracov. V niektorych pri-
padoch sa nam podari definovat optiméalne rozhodovanie priarpo na zékl%dc?
predpokladov o racionalite hraga, v inych pripadoch treba zaviest d?dat(?cpe
predpoklady. Otazku optimalneho rozhodovania preto preskimame aZ v suvis-
losti s rozborom jednotlivych $pecialnych pripadov modelu (1.3).

Poznamendvame, 7¢ na prvy pohfad model (1.3) nie je prili§ redlny, pretoze
prezentuje konfliktnl rozhodovaciu situaciu ako jednorazovy ,avkt Vo,l’by straté-
gii. V skutoénosti méze mat konflikt viacerych racionalnych ucastmkov, dyna-
micky charakter, t.j. moze byt postupnostou vicSicho poctu elementarnych
&innosti a rozhodnuti vykonanych v urlitom poradi. Dynamicky charakter
konfliktnej rozhodovacej situacie mdZeme opisal pomocou tzv. hry v rozvinu-
tom tvare (pozri napr. [33]). . ’

V konfliktnej rozhodovacej situacii ¢asto existuje moznost vymeny mforma:
cie a spoluprace medzi jednotlivymi u¢astnikmi s ciefom zvysit ich platby, ktora
sa prejavuje vznikom tzv. koalicii. Koalicia je skupina hracov, ktori v hre
spolupracujt podla vopred uzavretej zaviznej dohody. Zaviznost dohodyv spo-
&va v tom, ze po dohovore ¢lenov koalicie o spolo¢nom postupe, nenarusi ani
jeden z nich tiuto dohodu ani vtedy, keby tym mohol ziskat nejaku vyhodu.
Tieto otazky preskiimame v §tvrtej kapitole.

Hry mozeme klasifikovat podla viacerych priznakov.

Ak vychadzame z poétu tcastnikov hry (hracov), hovorime o hrach dvoch
hracov a o hrach » hracov (n > 2).

Ak st mnoziny stratégii vietkych hracov kone¢né, hovorime o koneénycih
hrdch. V opaénom pripade, ak mnoZina stratégii asponi jedného z hracov je
nekoneéna, hovorime o nekoneénych hrdch.

Podla suétu platieb hracov hovorime o hre s kon§tantnym suctom platieb,
ked pre vietky xe X plati

Y M, (x)=c

peP

kde ¢ je nejaka konstanta nezavisla od x.
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Specialnym pripadom pri ¢ = 0 st hry s nulovym sictom platieb. V pripade,
ked pre rozne vysledky dostaneme rdzne sucty platieb, skimame tzv. hry
s nekonstantnym suétom platieb.

Modely konfliktnych rozhodovacich situacii typu (1.1), v ktorych nie je
pripustny vznik koalicie, nazyvame nekooperativnymi hrami. V opaénom pripa-
de hovorime o kooperativnych alebo koalicnych hrdch.

Neskor sa oboznadmime aj s daldimi klasifikaénymi priznakmi (napriklad
podla viastnosti funkcii platieb a mnozin stratégii hracov, podla typu koali¢nej
spoluprace, podla mnoZstva informacie, ktoré maju hraci k dispozicii v priebe-
hu hry). :

Podla tejto klasifikacie preskimame najprv koneéné hry dvoch hracov, dalej
nekone¢né hry dvoch hra¢ov a potom suhrnne hry # hradov (v normalnom
a rozvinutom tvare nekooperativne a kooperativne). V ziverecnej kapitole
opiseme niektore dalSie $pecidlne triedy hier a niektoré novsie smery rozvoja
teorie hier. Pre nazornost v kazdej kapitole jednotlivé modely rozhodovacich
situacii vysvetlujeme na prikladoch.!

Do skupiny konfliktnych rozhodovacich situdcii patria aj modely rozhodova-
nia za neurCitosti a rizika. Te6ria rozhodovania za neurditosti a rizika sa
zaobera modelmi konfliktnych rozhodovacich situdcii s jednym raciondlnym
a jednym indiferentnym ti¢astnikom, v ktorych racionalny uéastnik vychadza zo
skaldrneho ohodnotenia vysledkov.

Model takej konfliktnej situdcie mozeme zapisat takto:

p={1L X, M
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o={l1Y (44
kde P sa sklad4 z jedného raciondlneho ti¢astnika, mnozina Q sa sklada z jedné-
ho indiferentného iastnika, X je mnoZina variantov racionalneho Ucastnika,
Y Je mnoZina stavov, ktoré vznikaji v dosledku pdsobenia indiferentného
Ucastnika a skalarna hodnotiaca funkcia M racionalneho u¢astnika je definova-
na na kartezianskom sti¢ine X x Y. Podobne ako v inych modeloch teérie hier,
hodnoty tejto funkcie nazyvame platbami. V literatiire sa modely typu (1.4)
nazyvaju aj hrami proti prirode a indiferentny tcastnik, spravajuci sa ako
nahodny mechanizmus sa nazyva zjednodusene prirodou.
Definicia optimalneho rozhodovania racionalneho tcastnika v modeli (1.4

' Upozoriiujeme na uréiti nedéslednost v pouZivani matematickej symboliky v nasledujicom
texte, vyniitenii zloZitostou modelov tedrie hier. Napriklad v hrach dvoch hracov mnoziny stratégii
hracov oznatujeme symbolmi X a Y, hoci tieto symboly sme v modeli (1.1) pouzili v inom zmysle.
V zaujme prehladnosti zipisu jednotlivych modelov pripustame podobnu neddslednost aj v inych
pripadoch. V kazdom pripade viak vyznam prisluiného symbolu pred jeho pouZitim definujeme.

17



zavisi predovietkym od jeho informovanosti o vyskyte stavov yeY indife-
rentného ucastnika. Predpokladame, 7e indiferentny ucastnik sa prejavuje ako
nahodny mechanizmus, t.j. ,,vybera* stavy mnoziny Y podia nejakého pravde-
podobnostného rozdelenia p(y). Ak racionalny ti¢astnik pozna toto pravdepo-
dobnostné rozdelenie, nazyvame model (1.4) ulohou rozhodovania za rizika. Ak
racionalny ucastnik nepozna pravdepodobnostné rozdelenie p(y), hovorime
o ulohe rozhodovania za neurcitosti.

Definicia optimalnosti v ulohe rozhodovania za rizika nespésobuje nijaké
problémy. Za optimalny pokladame taky variant x e X racionalneho udastnika,
ktory maximalizuje stredni hodnotu jeho platby. V tomto zmysle su ulohy
rozhodovania za rizika aj predmetom stochastického programovania.

V {lohach rozhodovania za neuréitosti jednozna¢né definicia optimalnosti
neexistuje. V zavislosti od réznych predpokladov o subjektivhom pristupe
racionalneho hraca k moznym vysledkom dostavame viaceré varianty principu
optimalnosti.

Otdzkami optiméalneho rozhodovania v modeloch typu (1.4) a ich niektorymi
zovieobecneniami sa zaoberame v piatej kapitole.

Nakoniec poznamenavame, ze v mnohych realnych rozhodovacich situa-
ciach sa stretavame s konfliktnostou réznych cielov jedného racionaineho ucast-
nika. Kazdému zvolenému variantu tohto ucastnika je Casto priradeny cely
vektor hodnotiacich charakteristik. Napriklad pri ekonomickych aplikaciach
iloh matematického programovania byva obvykle najva¢sim problémom vyber
vhodnej uéelovej funkcie. Pri rozhodovani treba re§pektovat viaceré ekonomic-
ké, ako aj socialne faktory a im zodpovedajice hodnotiace charakteristiky.

Preto sa v poslednych rokoch venuje osobitna pozornost analyze konflikt-
nych rozhodovacich situacii s vektorovym ohodnotenim vysledkov. Najjedno-
duchsi model takej rozhodovacej situacie mdzeme zapisaf takto:

P={1}; X, M} (1.5)

kde P sa sklada z jedného racionalneho icastnika, X je mnozZina variantov tohto
i¢astnika a M je jeho vektorova hodnotiaca funkcia definovand na mnozine X,

t.J. M, ()
Mk(x)

Predpokladajme, ze racionalny ucastnik sa usiluje v urcitom zmysle siiCasne
maximalizovaf vietky funkcie M, (x).
Vieobecne nemdzeme olakavat, ze existuje variant x” e X, pre ktory plati

M,(x") = M, (x)
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pre vietky p = 1,2, ..., k a pre vietky xe X. Cim viac sa priblizujeme k maximal-
nej hodnote jednej z funkcii M,(x), tym dalej sa mozeme nachadzat od maxi-
mé!rﬁych hodnot vietkych alebo niektorych ostatnych hodnotiacich charakte-
ristik.

' Podobne ako v niektorych inych modeloch konfliktnych rozhodovacich
§1tuécii, o ktorych sme sa uz zmienili, ani v modeli (1.5) nie je k dispozicii
Jednoznacna a vSeobecne prijatelna definicia optimalneho rozhodovania. Mini-
malnou poZiadavkou na ,,dobré** rozhodnutie v modeli (1.5) je poziadavka
vektorovej maximalizdcie hodnotiacej funkcie M(x) na mnoZine X. Variant
xeX, v'ktorom funkcia M(x) nadobida vektorové maximum, nemoZno v nija-
kom prlpade pokladat za optimalny. Problém je v tom, e moZe existovat cela
mnoZina kvalitativne réznorodych variantov, ktoré maximalizuju funkciu M (x)
vo vektorovom zmysle. Viaceri autori navrhuju rézne principy vyberu ,,Opti-
mfllnych“, alebo lepsSie povedané kompromisnych variantov z tejto mnoziny.
Vidsina navrhovanych principov vychddza z terminologie pouzivanej v tilohach
viackriteridlnej optimalizacie.

Ulohy viackriterialnej optimalizacie si podrobnejsie vysvetlené napriklad
v [38], a preto sa nimi nebudeme zaoberat. V Siestej kapitole viak opiSeme ilohu
rozhodovania v konfliktnych situaciach s vektorovym ohodnotenim vysledkov
ako hru s vektorovou funkciou platieb.
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2 KONECNE HRY DVOCH HRACOV

Najznamejsim a teoreticky najjednoduchsim modelom konfliktnej rozhodova-
cej situacie je tzv. kone¢na hra dvoch hracov s konStantnym satom, ktoru
nazyvame aj maticovou hrou. Teobria tejto triedy hier bola rozpracovana ako
prva a ma vela spoloénych bodov s tedriou linearneho programovania. Kedze
cely rad zlozitejsich pristupov a modelov konfliktnych rozhodovacich situacii
vyuziva vysledky a poznatky teérie maticovych hier, za¢iname vykiad teorie hier
touto problematikou.

Realistickejsim, aviak teoreticky zloZitej§im modelom konfliktnych rozhodo-
vacich situicii je koneéna hra dvoch hracov s nekonstantnym sic¢tom, nazyvana
aj bimaticovd hra. Uvod do tedrie bimaticovych hier uvadzame v tejto kapitole
dale;.

Zaver druhej kapitoly obsahuje niekolko ekonomickych aplika¢nych mode-
lov tedrie koneénych hier dvoch hracov.

2.1 MATICOVE HRY

Maticové hry modeluji konfliktné situacie, v ktorych vystupuji dvaja ucast-
nici (hragi). Kazdy z hracov voli nezavisle (bez informacie o volbe protivnika)
jeden z kone¢ného poétu variantov spravania (stratégii). Zaujmy hracov si
diametralne protikladné, t. . kazdy zisk jedného z hradov je sprevadzany stratou
druhého hraca.

2.1.1 Zékiadné pojmy a definicie

Ozna¢me hracov prirodzenymi ¢islami 1 a 2 a mnoZiny ich stratégii symbolmi
X (pre prvého hraca) a Y (pre druhého hraca). Predpokladajme, Ze prvy hrad
voli nezavisle od volby protivnika nejaki stratégiu xe X; analogicky druhy hra¢
voli nezavisle od volby protivnika nejakt stratégiu ye Y. Vysledok hry je dany
dvojicou (x, y)e X x Y, kde karteziansky sicin X x Y je mnoZinou vsetkych
vysledkov hry. Funkcie platieb prvého, resp. druhého hraca v skiimanej hre
oznacime M (x, y), resp. M,(x, y). Predpokladame, Ze ide o hru s kon§tantnym
suctom, pre Tubovolny vysledok musi teda platif

M\(x, y) + Myx, y) =c
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kde ¢ je konStanta nezavisla od volby stratégii. Funkciu platieb jedného z hra-
¢ov mdéZeme preto vyjadrit pomocou funkcie platieb jeho protivnika a konStan-
ty ¢, napriklad

Mz(xa y) = Ml(xa y)

Dohovorme sa, ze dalej budeme skumat iba funkciu platieb prvého hraca,
ktort oznacime jednoducho M(x, y). V pripade potreby odvodime funkciu
platieb druhého hraca ako ¢ — M(x, y).

Hrou dvoch hracov s konstantnym stuétom nazyvame teda model

[P={1,2}; X, Y, M(x, y), c]

kde P je mnoZina hracov,
X aY — mnoziny stratégii hracov 1 a 2,
M(x, y) — funkcia platieb hraca 1,
¢ — nejaka konstanta nezavisla od vysledku hry.

Zrejmé je, Ze hra tohto typu je nekooperativna hra. Zisk jedného z hracov je
vzdy sprevadzany stratou druhého hraca, spolo¢ny postup obidvoch hracov
nema teda Ziadne rozumné opodstatnenie. Takéto hry nazyvame aj antagonistic-
ké hry, pretoZze zaujmy hracov st diametralne protikladné.

KedZe sa zaujimame o konec¢né hry dvoch hracov s konstantnym stétom,
budeme dalej predpokladat, Ze mnozZiny stratégii X a Y su konecné. V tomto
pripade mdZeme ich prvky usporiadat pomocou kone¢ného poétu prirodzenych
¢isel. Nech mnozina X obsahuje m prvkov a mnozina Y obsahuje n prvkov.
Kazdému prvku mnoziny X priradime prave jeden z indexov

i=12,...,m
a kazdému prvku mnoZiny Y priradime prave jeden z indexov
j=12,..,n
Hodnoty funkcie platieb M(x, y) m6Zeme potom zapisat do matice
= (a;)

typu m x n. Riadky tejto matice zodpovedaju stratégiam i = 1, 2, ..., m prvého
hraca a jej stipce zodpovedaju stratégiam j = 1, 2, ..., n druhého hraca. Zlozka
a; matice A udéva platbu prvého hraca pri vysledku hry (i, j). Ak a; > 0, tak
platba predstavuje sumu, ktor@ prvy hrac inkasuje, ak a; < 0, ide o sumu, ktoru
musi prvy hrac zaplatif. Platba druhého hrada pri vysledku (i, j) sa rovna
veliCine ¢ — a;.

Maticu A nazyvame mattcou platieb prvého hraca, alebo jednoducho mati-
cou platieb v konec¢nej hre dvoch hracov s konstantnym suétom. Zrejmé je, Ze
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maticou platieb druhého hraca bude matica C — A", kde C je matica typu
n x m, ktorej vietky prvky sa rovnaji konstante ¢ (ako A" oznacujeme trans-
ponovant maticu k matici A).

Matica platieb A spolu s konstantou ¢ uplne charakterizuje skimanu kon-
fliktnt rozhodovaciu situaciu. Z tejto moZnosti maticovej reprezentacie konec-
nej hry dvoch hracov s kons§tantnym suctom bol aj odvodeny nazov maticovd
hra.

Niekedy sa v literatiire maticovou hrou nazyva konec¢na hra dvoch hracov
s nulovym su¢tom platieb, t.j. predpoklada sa, Zze ¢ = 0. Tento predpoklad
neobmedzuje vieobecnosf teoretickych uvah; neskor ukazeme, ze velkost kon-
§tanty ¢ nemeni vlastnosti skiimanej hry. KedZe vSak v celom rade konkrétnych
modelov m4 konitanta ¢ svoju realnu interpretaciu, budeme vychadzat zo
véeobecnej definicie maticovej hry ako koneénej hry dvoch hracov s konStant-
nym (teda aj nenulovym) sactom platieb.

Na vysvetlenie uvedieme tri jednoduché priklady maticovych hier.

Priklad 2.1

Preskimame nasledujiicu hru s kartami: kazdy z dvoch hracov dostane dve
karty; prvy hrag &iernu 5 a Gervent 2, druhy hra¢ éiernu 5 a Cervenu 3. Na pokyn
rozhodcu ukazu hraci jednu zo svojich kariet. Ak si obidve karty rovnakej
farby, zaplati druhy hra¢ prvému sumu, ktord sa rovna absoliitnej hodnote
rozdielu hodndt tychto kariet. V opa¢nom pripade inkasuje hra¢, ktory ukazal
kartu vysSej hodnoty od protivnika sumu, ktora sa rovna siictu hodndt zvole-
nych kariet.

Zostavime model tejto konfliktnej situacie. Kazdy z hracov ma dve stratégie.

Stratégie prvého hraca st

i = 1 zvolif &iernu 5, i = 2 zvolif ervena 2

Stratégie druhého hraca su

i = 1 zvolit &ernu 5, j = 2 zvolit Cervenu 3

Platby prvého hraca pri jednotlivych vysledkoch (i, j) st

(1, 1 0
1, 2) 8
2, 1n =7
2, 2) 1

Platby druhého hrada pri jednotlivych vysledkoch (i, j) st

(1L, 0

(1,2) -8

e n 7

2,2 -1
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Vidime, Ze ide o typicku koneént hru dvoch hracov s konstantnym (v danom
pripade nulovym) stctom platieb, teda maticova hru s maticou platieb

A=(7 )

Priklad 2.2

Kazdy z dvoch hraCov ukaze jeden alebo dva prsty. Ak je celkovy pocet
ukazanych prstov parne islo, tak druhy hrac¢ zaplati prvému hracovi sumu,
rovnajlcu sa tomuto ¢islu. V opa¢nom pripade inkasuje prislusna sumu druhy
hra¢ od prvého hraca.

Stratégie prvého hraca su:

i = 1 ukdzaf 1 prst, i = 2 ukazaf 2 prsty

Stratégie druhého hraca si:

j = 1 ukazat | prst, j = 2 ukdzat 2 prsty
Zrejmé je, Ze ide o maticovl hru s maticou platieb

a-(3 )

Priklad 2.3

Predpokladajme, Ze podnik zahraniéného obchodu (prvy hrac) chee prenik-
nuf na trhy ovladané inou firmou (druhy hraé). Tieto trhy oznacime indexom
i=1,2, .., n Nech s je objem objednavok na i-tom trhu. Bez obmedzenia
vieobecnosti méZeme predpokladaft, Ze trhy st o€islované tak, Ze plati

a konStantou ¢ = 0.

a konstantou ¢ = 0.

S, >8> ...>5,>0

Vsetky objednavky doteraz kontrolovala konkuren¢na firma. Ak sa chce
podnik uplatnit na niektorom z tychto trhov, musi vykonat prislusna propagac-
nu kampan. Predpokladame, Ze aj konkurencna firma chce vykonanim propa-
gacnej kampane, ktorou bude Celit propagacnej kampani nasho podniku, chra-
nit svoje zaujmy na nou kontrolovanych trhoch. Tak nas podnik, ako aj konku-
ren¢nd firma maji ohraniené prostriedky na propagaciu, takze propagaéni
kampan moézu vykonat iba na jednom z trhov.

V pripade, Ze nas podnik vykona propagaéni kampan na i-tom trhu a kon-
kurenéna firma na tomto trhu kampan nerealizuje, potom celkovy objem chjed-
navok s; ziska nas podnik. Ak sa na i-tom trhu stretnu propagaéné kampane
obidvoch konkurentov, potom na$ podnik ziska p.s; objednavok a konku-
renéna firma si zachova (1 — p)s; objednavok, kde Cislo p udava efektivnost

23



kampane nasho podniku, pricom 0 < p < 1. Ak na i-tom trhu nevykona propa-
gaénl kampai ani jeden z konkurentov, tak vietky objednavky s; si zachové
konkurenc¢na firma, ktora tento trh kontrolovala uz v minulosti. Rovnaky efekt
ma propagacna kampafi na i-tom trhu, ak na tomto trhu nevykona propagacnt
kampai nas podnik.

Nas podnik sa chce rozhodntf, na ktorom trhu je pre neho najvyhodnejsie
uskuto¢nif propaga¢nii kampan a konkurencénd firma, ktora nevie, kde sa
pokusi nas podnik vstupif na trh, rozhoduje o tom, na ktorom trhu bude branit
svoje pozicie.

Opisant rozhodovaciu situaciu mozno modelovat ako maticovi hru. Kazdy
z hracov ma n stratégii (stratégiou je propaga¢na kampai na jednom z n trhov).
Matica platieb ma za danych predpokladov tvar

s 5 5 i=1
A=l % J2) 52 i=2
S, Sy PSy I=n

Ak prvy hra¢ zvoli i-th stratégiu a druhy hra¢ j-ti stratégiu, pricom i = j,
potom platbou prvého hraca je veli¢ina ps; a platbou druhého hraca je veli¢ina
— ps; (strata Casti v minulosti kontrolovanych objednavok). Ak prvy hrac zvoli
i-tu stratégiu a druhy hrac j-tu stratégiu, pricom i # j, potom platbou prvého
hraca je s; a platbou druhého hraca je —s; (strata celého objemu v minulosti
kontrolovanych objednavok).

2.1.2 Optimalne stratégie

Predpokladajme, Zze kazdy z hracov dokonale pozna model skumanej kon-
fliktnej situdcie, teda maticu platieb A. Za inteligentného hraca budeme pokla-
daf takého castnika konfliktu, ktory sa usiluje maximalizovat vlastna platbu
a reSpektuje pritom ti skuto¢nost, ze rovnaky ciel sleduje aj jeho protivnik.
Zaujima nas, aké stratégie s z hladiska inteligentnych hraéov v maticovej hre
najvyhodnejsie (optimalne).

Stratégie i=1, 2, ..., ma j=1, 2, ..., n budeme dalej nazyvat Zistymi
stratégiami prvého a druhého hraca.

Prirodzené je predpokladat, Ze prvy hra¢ sa usiluje vhodnou volbou distej
stratégie dosiahnut ¢o moZno najvysiu platbu a; ; nazyvame ho preto maximali-
zujliicim hracom. Analogicky, druhy hrac sa usiluje vhodnou volbou svojej Cistej
stratégic maximalizovat svoju platbu ¢ — a;, €o je to isté, ako minimalizovat
platbu g; prvého hraca; nazyvame ho preto minimalizujicim hracom.
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Nech prvy hraé zvoli i-tu Cistu stratégiu, potom si moZe s urditostou zabezpe-
Cit, Ze jeho platba bude asponi

min g;
i
Vzhladom na to, Ze si chce zabezpetit o mozno najvyssiu platbu, uvazuje

o volbe Cistej stratégie tak, aby tdto veli¢éina bola maximalna, teda, aby si
zabezpedil aspon

max min a;
i i .

.o@n

Nech druhy hraé zvoli j-tu Cisti stratégiu, potom vie, Ze platba prvého hraca
nebude vyssia ako

max g
ar 4

Vzhladom na to, Ze minimalizuje tato veli¢inu, uvazuje o volbe Cistej stratégie
tak, aby platba prvého hraca neprevysila

min max a 2.2)
J i ’

Vidime, Ze vhodnou volbou istej stratégie si mbze prvy hrad zabezpecit, ze
jeho platba nebude nizia ako (2.1), pricom druhy hra¢ mu mése vhodnou
volbou Cistej stratégie znemoznit, aby jeho platba bola vyssia ako (2.2). Skor
ako sa budeme zaoberat dalSou analyzou spravania inteligentnych hracov
v maticovej hre, zavedieme pojem sedlového bodu.

Definicia 2.1

Nech funkcia f(x, y) je redlna funkcia, definovand pre xe X a ye Y. Sedlo-
vym bodom tejto funkcie vzhladom na mnoZinu X x Y nazyvame taky bod
(0, yO)€X x Y, ze pre vietky xe X a ye Y plati

f(X, ,Vo) §f(x(>, y()) §f(xm J’)
V dalSich ivahach pouzijeme nasledujiice dve vlastnosti realnych funkcii:

Veta 2.1

Nech f(x, y) je redlna funkcia definovana pre xe X a y€ Y a nech existuja
veli¢iny

max min f(x, y)
xeX yeVY

min max f(x
reY veX f( ’ y)
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Potom plati

max mmf(x y) = mm max f(x, ») 2.3)

xeX yevY

Dokaz: Z definicie minima a maxima vieme, Ze pre Tubovolné fixované
xe X plati
min f(x, y) £ f(x. 7)
ye

a pre lubovolné fixované ye Y plati

flx, p) = rgg;f (x, »)
Preto
min f(x, y) = max fx, ») 24

Vzhladom na to, e lava strana nerovnosti (2.4) nezavisi od y, plati

min f(x, y) < min max f(x, ») (2.5)
veY ye xe

Prava strana nerovnosti (2.5) nezavisi od x, preto

max mm flx, y) = mm max f(x, »

xeX yeY

teda plati (2.3).

Veta 2.2
Nech st splnené predpoklady vety 2.1, potom funkcia f(x, y) ma sedlovy
bod vzhladom na mnoZinu X x Y prave vtedy, ak plati

max mm flx, ») = mi§,1 max f(x, ») (2.6)

xeX yeY

Ak (xo, yo) je sedlovy bod funkcie f(x, y) vzhladom na mnoZinu X x Y,
potom plati

max min /(x, y) = min max /(x, ) =/ 30 @.7)

xeX yeY

Dokaz:
I. Nech (xo, yo) € X x Y je sedlovy bod funkcie f(x, y), potom podla definicie
2.1 pre vietky xeX a yeY plati

f.(x’ yO) éf(x()’ yO) éf(xo, Y)
Z toho vyplyva, ze
max f(x, yo) £ f (%o yo) < min f(xo, )
xeX ye
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Vzhladom na to, ze

min maxf(x y) < maxf(x Vo)

reY xeX
a
min £ (x,, y) < max min f(x, y)
yeY xeX yevY
plati
ml;l max f(x, y) = f(xo, yo) < max mmf (x, y) (2.8)

Avsak podla vety 2.1 mame

max min f(x, y) < min max f(x, y)
X rev yeY xeX

preto vo vztahu (2.8) musi v obidvoch ¢astiach platit rovnost. Teda
min max f(x, y) = f(Xo, yo) = max mmf (x, »)

yeY xeX

a plati (2.6). Zaroven sme dokazali vztah (2.7).
I1. Nech je splnend rovnost (2.6). Nech dalej v bode x,e X funkcia

min f(x, y)
yevY
nadobida maximalnu hodnotu a v bode y,e Y funkcia
max f(x, y)
nadobuda minimalnu hodnotuy, t.j.
min f(x,, y) = i
min f(x,, y) = max min f(x, y)

max X, = i
nax (3, yo) = mip max (5, )

Ukazeme, Ze dvojica (x,, yp)e X x Y je sedlovym bodom funkcie flx, »).
Na zaklade predpokladu o splneni rovnosti (2.6) dostaneme

min f(Xo, y) = max f(x, y,) 2.9)
Z definicie minima vyplyva
min f(Xo, ) < f(Xor 70)
Odtial na zaklade (2.9) dostavame

rilea}f(x, o) = f(x, ¥o)
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teda
S(x, yo) £ (X0, Yo) (2.10)

pre vietky xe X. Analogicky, z definicie maxima vyplyva

mea:‘z(f(xa yo) = f(Xo, Yo)

Na zaklade (2.9) preto plati

T;ti?f(xo» ») 2 f(xg, Yo)

teda
S (xo ¥) Z (X0, Y0) (2.11)

Z porovnania vztahov (2.10) a (2.11) s definiciou 2.1 vyplyva, Ze (x,, yo) je
sedlovy bod funkcie f(x, y) vzhladom na mnozZinu X x Y.

Tym je veta dokazana. _

Maticu platieb A = (a,;) mdZeme pokladat za diskrétnu realnu funkciu
dvoch premennych

JG, J) = ay

Vzhladom na to, Ze pre takGito funkciu vZdy existuje prislusné max min a min
max, podla vety 2.1 plati:

mf_ix miin a; < mjm mlax a;
Poznamenajme, ¥e tento vztah je intuitivne zrejmy — najpiiéia p]Aavtba, kt(,)f-ﬁ,
si prvy hra¢ moze zabezpedit volbou vhodne;j Cistej stratégie, nemoZze prevysit
najvyssiu platbu, ktorej prekrodenie mu méze druhy hra¢ znemozmt'. )
V salade s definiciou 2.1 nazyvame sedlovym bodom matice A taki dvojicu
indexov (i,, j,), Ze pre vietky i a j plati

iy = iy = Y

t.j. a;;, je minimalny prvok vo svojom riadku a maximalny prvok vo svojom
oo
stlpci. . o , ’
Z vety 2.2 vieme, Ze sedlovy bod matice A existuje prave vtedy, ak plati

max min g; = min max g (2.12)
i i

t. j. ak maximalne riadkové minimum matice A sa rovnd minimalnemu stipco-
vému maximu tejto matice. Ak (i, j,) je sedlovy bod matice A, potom
max min g; = min max a; = a

iglo
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Zo vzfahu (2.12) je zrejmé, Ze volba &istej stratégie i, zo sedlového bodu
matice platieb A zabezpedi prvému hracovi, Ze jeho platba nebude niZ$ia ako
a ;- Ak prvy hra¢ zvoli int Cisti stratégiu, moZe sa jeho platba znizif. Analogic-
ky, ak druhy hra¢ zvoli ,,svoju‘ &ista stratégiu j, zo sedlového bodu matice A,
potom platba prvého hraca nemoze byt vyssia ako g, »io- Ak druhy hra¢ zvoli int1
Cistl stratégiu, moZe sa platba prvého hrada zvysit. Za predpokladu, Ze hradi
nechcu riskovat, urCuje teda sedlovy bod matice platieb najlepsi sposob rozho-
dovania v maticovej hre.

Definicia 2.2
Take stratégie iy, jo, Ze (iy, j,) je sedlovy bod matice platieb A, nazyvame
cistymi optimdlnymi stratégiami prvého a druhého hraca v maticovej hre. Cislo
v=a,
nazyvame hodnotou tejto hry. Trojicu
{iO’ j()a U}

nazyvame rieSenim maticovej hry v istych stratégiach.
Analyzu kazdej maticovej hry zadiname tym, Ze preskimame, i existuje
sedlovy bod matice platieb, t.j. ¢i existuje rieSenie hry v Cistych stratégiach.

Priklad 2.4

Analyzujme hru z prikladu 2.1. Ur¢ime riadkové minima a stipcové maxima
matice platieb:

riadkové minima

0 8 0
-7 1 -7
stlpcové maxima 0 8
Vidime, Ze maximalne riadkové minimum
max min a; = a,, =0
i
a minimalne stlpcové maximum

min max a; = a;; =0

[ max g,

7
Matica platieb ma teda sedlovy bod a &istymi optimalnymi stratégiami
hracov st i, = 1 (t.j. prvy hra¢ voli &ernu 5) a j, = 1 (t.j. druhy hra¢ voli
Ciernu 5). Hodnota hry v = 0. Odchylenie sa od optimalnych stratégii je pre
obidvoch hracov spojené s rizikom straty.
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Priklad 2.5
Analyzujme podobnym spdsobom hru z prikladu 2.2.

2 -3 -3

-3 4 -3

2 4|

Vidime, Ze
max min g; = a;; = ay = —3
i j
a

min max q; = a,, = 2
J 1

Matica platieb skimanej hry nema teda sedlovy bod. Volbou ktorejkolvek
&istej stratégie si prvy hra¢ zabezpedi, Ze jeho platba nebude niZsia ako —3,
volbou distej stratégie j = 1 mu druhy hraé zabrani, aby jeho platba bola vyssia
ako 2. Rozdiel medzi tymito veli¢inami, t.j. medzi dolnou garantovanou a hor-
nou moznou hranicou platby prvého hraca, ponechava priestor na dalSie uvahy
o optimalnom spdsobe hry.

Z prikladu 2.5 vidime, Ze existuju maticové hry, ktoré nemaju rieSenie v Cis-
tych stratégiach. Takyto pripad je pritom Castejsi ako pripad existencie sedlové-
ho bodu matice platieb; pre vd&§inu matic totiz plati

max min g; < min max a;
z J J z

Pre vddsiu ndzornost dalsich uvah predpokiadajme, ze hra sa mnohokrat
opakuje. Kazdé opakovanie nazveme partiou hry.

Nech matica platieb nema sedlovy bod. Vieobecne mozno ocakavat, ze prvy
hra¢ sa v tomto pripade bude usilovat vhodnym striedanim cistych stratégii
v jednotlivych partiach o to, aby si v priemere na jednu partiu zabezpecil vyssiu
platbu ako max min a;, pricom druhy hrac sa bude usilovat o to, aby vhodnym

! g
striedanim svojich distych stratégii znizil priemern platbu prvého hraca na
jednu partiu pod Grovein min max a,. Striedanie stratégii musi pritom kaZdy
i J
hra¢ organizovaf tak, aby jeho protivnik nebol schopny odhalit, ktoru z €istych
stratégii zvoli v konkrétnej partii. V opaénom pripade by totiz protivnik vhod-
nou volbou distej stratégie maximalizoval svoju platbu proti znamej Cistej
stratégii siipera a striedanie Cistych stratégii by nemalo Ziadtici efekt.

Uvedeny spdsob hry sa realizuje tak, Ze namiesto volby nejakej konkrétnej
distej stratégie priraduje hra¢ kazdej svojej Cistej stratégii urcit pravdepodob-
nost; s touto pravdepodobnostou bude prislu$nii Cistl stratégiu volit vhodny
nahodny mechanizmus. Volba Cistej stratégie bude potom ndhodnym javom.
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Hra¢ urci pravdepodobnostné rozdelenie na mnoZine &istych stratégii a prene-
cha volbu distej stratégie nahodnému mechanizmu, fungujiicemu podla prislus-
ného rozdelenia. Toto pravdepodobnostné rozdelenie nazyvame zmieSand stra-
tégia.

Uvedieme priklad jednoduchého ndhodného mechanizmu. Predpokladajme,
ze hrac¢ chce striedat svoje dve Cisté stratégie v pomere 1:2, a to ndhodnym
sposobom. S tymto cielom méZe pouzif hraciu kocku. Ak padne &islo 1 alebo
2, voli prvi1 &istu stratégiu (pravdepodobnost 1/3), ak padne ¢&islo vidsie ako 2,
voli druhu distu stratégiu (pravdepodobnost 2/3).

Definicia 2.3

ZmieSanou stratégiou prvého hraca nazyvame m-rozmerny vektor

X =1(X, Xp5 «00r Xp,)
taky, Ze plati
0

> ox =1, X;

ZmieSanou stratégiou druhého hraca nazyvame n-rozmerny vektor

1\

y= (yl’ Y25 eees yn)
taky, ze plati

_Z)’.lea Y20

=1
MnoZiny

sz{erm, Y ox =1, x,-gO}

i=1

resp.

S,,={yEE,7, Yoy=1, y,-gO}

=
budeme nazyvaf mnoZinami zmieSanych stratégii prvého, resp. druhého hraca.

Poznamka 2.1
1. MnozZinu

k
Sk:{zeEk, Y o=1, 2/20}

i=1

nazy\{ame j.cdnotkovy'm simplexom v k-rozmernom euklidovskom priestore. S je konvexny polyé-
der dimenzie k — 1, ktory ma prave k krajnych bodov. Jeho krajnymi bodmi su vietky k-rozmerné
jednotkové vektory.

2. Cistd stratégiu mbéZeme pokladat za Specidlny pripad zmiefanej stratégie. Napriklad i-tu Sista
stratégiu prvého hrac¢a méZeme zapisat ako jednotkovy vektor
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x=0,...1,...0)

s jednotkou na i-tom mieste (hra¢ voli i-tu Cistd stratégiu s pravdepodobnosfou 1 a ostatné Cisté
stratégie s pravdepodobnostou 0). V tejto stivislosti budeme o Cistych stratégiach niekedy hovorif
ako o jednotkovych zmieSanych stratégiach. Vsimnime si, Ze Cisté stratégie v tomto chapani st
krajnymi bodmi polyédra zmieSanych stratégii.

Nech prvy hra¢ zvoli nejakd zmieSand stratégiu xe S,, a druhy hrac¢ zvoli nejakd zmieSani
stratégiu ye S,. KedZe volby distych stratégii pomocou ndhodného mechanizmu podla pravdepo-
dobnostnych rozdeleni x a y st nezdvislé nahodné javy, si¢in x;, y; udava pravdepodobnost toho,
ze vysledkom partie bude (i, j). Veliina

moon

XY agxy;

i=1j=1

udava strednii hodnotu platby prvého hra¢a pri zmieSanych stratégiach x a y obidvoch hracov.

Definicia 2.4

Funkciu

m n

E(x, y)= Z Z a;X;y; = XmAy

i=1j=1

definovani pre xe S,, a ye€ S, nazyvame funkcia strednej hodnoty platby v mati-
covej hre.

Poznamka 2.2

1. Funkcia E(x, y) udéva strednit hodnotu platby prvého hraga. Strednd hodnota platby
druhého hraéa v maticovej hre je ¢ — E(x, y), kde ¢ je konStantny siicet platieb. B
2. Pre kazdé xe S, a ye S, udava veli¢ina E(x, y) priblizni priemerni platbu prvého brasa na
jednu partiu za predpokladu realizacie velkého podtu partii s tymito zmieSanymi stralégiaml. YSeEky
nase uvahy mézeme aplikovat aj vtedy, ked sa realizuje jedina partia. V takomtf) prlpavde je vsak
velidina E(x, y) iba pravdepodobnostnou charakteristikou a obvykle nezodpoveda skuto¢nej platbe
po realizacii partie hry.

3. Ako

m

E(x. )= ) ax;
i=1

budeme dalej oznacovat strednd hodnotu platby prvého hraca pri jeho zmielanej stratégii xe S,
a pri Cistej stratégii j druhého hraca. Analogicky ako
EG y) = Z a;y;
j=1
oznaéime strednii hodnotu platby prvého hrada pri jeho i-tej Cistej stratégii a zmieSanej stratégit
ye S, druhého hraca. Zrejmé je, Ze plati

n m

Ex. y)= Y »Exjy= Y xEGY)
j=1 i=1
4. Prvky matice platieb A st hodnotami funkcie E(x, y) pri jednotkovych zmieSanych straté-
giach (t.j. pri Cistych stratégiach) obidvoch hracov. Mézeme zapisat
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E@G, j) = a;

Uvahy o optimalnom spdsobe hry v Sistych stratégiach moZeme teraz zovieobecnif pre zmie$ané
stratégie. Prvy hra¢ si moZze vhodnou volbou zmieSanej stratégie xeS,, zabezpedit, 7e stredna
hodnota jeho platby nebude niZ$ia ako

max min E(x, y) (2.13)

XeSy yeSn

pricom druhy méZe svoju zmieSanu stratégiu ye S, zvolif tak, aby stredna hodnota platby prvého
hraca nebola vyssia ako
min max E(x, y) . (2.14)

veSy XeSy

KedZe funkcia E(x, y) je bilinedrna a mnoziny S,,, S, st ohraniené a uzatvorené, mozno
dokazat, Ze veli¢iny (2.13) a (2.14) existuji. Z vety 2.1 potom vyplyva, Ze

max min E(x, y¥) < mi
max min (x, y) < min max E(x, y) (2.15)

Ak vo vztahu (2.15) plati rovnost, t.j.

max min E(x, y) = min max E(x, y)=v 2.16)
potom podla vety 2.2 existuje sedlovy bod (x©, y') funkcie E(x, y) vzhladom na S, X S,.
Volbou zmie$anej stratégie x'” zo sedlového bodu si prvy hrag zabezpedi, 7e stredna hodnota jeho
platby nebude niZsia ako v; ak zvoli inG zmiesana stratégiu, riskuje, Ze sa strednd hodnota jeho
platby znizi. Analogicky, volbou zmie$anej stratégie y'@ zo sedlového bodu druhy hra¢ znemozni,
aby stredna hodnota platby prvého hrada bola vysiia ako v; ak druhy hra¢ zvoli ind zmieSanh
stratégiu, moZe sa stredna hodnota platby prvého hraca zvysit. Vidime teda, Ze rovnost (2.16), resp.
existencia sedlového bodu funkcie £(x, y) urduje optimdlny sposob hry so zmieSanymi stratégiami.

Uvedené chapanie optimalneho spdsobu hry (& uz v &istych, alebo v zmieSanych stratégiach) sa
obvykle nazyva minmaxovy princip volby stratégii.

Definicia 2.5

Nech (x', y©) je sedlovy bod funkcie E(x, y) vzhladom na S,, X S,. Vektory
x, resp. ¥ nazyvame zmiesané optimdine stratégie prvého, resp. druhého
hraca v prislusnej maticovej hre a &islo

v = E(x®, yo)
nazyvame hodnota tejto hry. Trojicu
0 0
{X( )1 y( ), U}
nazyvame riesenie maticovej hry v zmieSanych stratégidch.
RieSenie maticovej hry v €istych stratégiach je $pecialnym pripadom rieSenia
vzmieSanych stratégiach. Lahko sa presvedéime o tom, Ze jednotkové zmieSané

stratégie, zodpovedajlice Cistym optimalnym stratégiam i, j, v maticovej hre,
tvoria sedlovy bod funkcie E(x, y).
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2.1.3 Zakladna veta teérie maticovych hier

Vieme uz, 7e nie kardd maticova hra ma rieSenie v Cistych stratégiach.
Celkom prirodzene vznika otazka, & vzdy existuje rieSenie maticovej hry

v zmie$anych stratégiach.
Zavedenie pojmu zmie$ana stratégia umoznilo J. von NEUMANNOVI dokazat

zédkladn@ vetu teorie maticovych hier, zndmu v literatare aj pod nazvom veta
O minmaxe.

Veta 2.3
Pre kazd(i maticova hru plati
max min E(x, y) = min max E(x, y) 2.17)
XeS, . yeS, yeS, XeS,,

Z vety 2.3 a z tvrdenia vety 2.2 vyplyva, 7e pre kazdu maticovu hru existuje
sedlovy bod funkcie E(x, y) vzhladom na mnoZinu

Sﬂl X SH

teda v zmysle definicie 2.5 ma kazda maticova hra rieSenie v zmieSanych straté-
giach.
Dokaz vety 2.3: Funkcia E(x, y) je spojitd podla y, preto pre kazdé
X existuje

min E(x, y)

X€eS,

Tato funkcia je spojita podla x, preto existuje

max min £(x, y)
XeS, yeSs,

Na zaklade analogickej ivahy mozno ukdzat, Ze existuje

min max E(x, y)
yeS, xeS$,

a st teda splnené predpoklady vety 2.2.

Z vety 2.2 vieme, ze rovnost (2.17) je splnené prave vtedy, ak existuje sedlovy
bod funkcie E(x, y) vzhladom na S,, x S,. Staci teda dokazat existenciu tohto
sedlového bodu.

Majme maticovi hru s maticou platieb A = (a;) typu m x n. Preskumajme
nasledujiicu alohu linearneho programovania:
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Maximalizovat w
za podmienok ”
- 4x;+w=0

P=1

=1 (2.18)

0

X;

i

1\

kdei=1,2,....maj=1,2, .., n
Minimalizovat u
za podmienok

14

=2 ay+uz0

j=1

2 y=1 2.19)

J=1

»,z0

kdei=1,2, ...,maj=1,2 ..., n.

erﬁcienty a; v sustaviach ohraniceni uloh (2.18) a (2.19) s prvky matice
platieb A, x;, x,, ..., x,,, w st premenné v Glohe (2.18) a y,, y,, ..., y,. u s0
premenné v ulohe (2.19). — "

, Ulohy (2.18) av('2.19) st navzajom dudlne Glohy linedrneho programovania.
Labko sa presyedcgn_e o tom, Ze mnoZiny pripustnych rieSeni tychto tloh nie st
prgzdne: Podla teodrie duality linedrneho programovania z toho vyplyva, Ze
obidve ulohgl maji koneéné optimalne rieSenie. ’

Nech (x©, w@), resp. (y©, ¥®) st optima ieSenia
, w9, . , ptimalne rieSenia ulohy (2.1
(2.19). Dokézeme, Ze Y @19, resp.
a) w0 = 4©® = E(x©, y0),
b) z,loéky x, y tychto optimalnych rieseni tvoria sedlovy bod funkcie E(x
y) vzhladom na S,, x S,. ,

WZ te,orle dual?’ty lin‘eérneho programovania vieme, Ze optimélne hodnoty
ucelovych funkcii dvojice rieSitelnych dualnych tloh st rovnaké, teda u©® =
= w. Pre Gilohu (4.18) plati: ’

m

> apx® = w® (2.20)

i=1
a pre ulohu (2.19) plati:

n

2y < u® (2.21)

J=1
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Vztah (2.20) vynasobime zodpovedajiicimi zlozkami y© vektor(;a y©a spoé(io—)
tame; nerovnosti (2.21) vynasobime zodpovedajiicimi zlozkami x® vektora x
a spocitame. Dostaneme:

m n

"
-(0),,{0) (V] 0 _ ,,,(®
2 axyzw Z yit=w

i=1j=1 j=1

teda
E(xX©, y©) = w© (2.22)

resp.

m n n 0) (0)

0 0 0y _

Y ¥ apxOyO =u® Yy x¥=u

i=1j=1 i=1
teda

E(x9, y) < u® (2.23)

Kedze w® = 4, zo vztahov (2.22) a (2.23) vyplyva, Ze
wO = 4O — E(x©, y)

¢o dokazuje tvrdenie a). '
Dokazeme dalej tvrdenie b). Vieme, Ze plati

Z a;x{" 2 E(x", y*) (2.24)

i=1
resp.

n

Y ap” = E(xO, y?) (2.25)

J=1

Vztah (2.24) vynasobime prisludnymi zloZkami y; lubovolnej zmieSane;j stra-
tégie ye S, a spocitame; nerovnosti (2.25) vynasobime prisluSnymi zlozZkami x;
Tubovolnej zmie§anej stratégie xe S, a spoitame. Dostaneme:

m i il 0
Z Z aijxi(myj ; E(X(O)s yw)) Z yj = E(X‘O), y( ))
i=1j=1 j=1

teda pre Tubovolné ye S, plati:

E(X(O), y) __Z__ E(X(O), y(O)) (226)
Analogicky

Y Y axy® < Ex©, y©) Y x; = E(x®, y?)

i=1j=1 i=1

teda pre Tubovolné xe S,, plati
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E(x, y') < E(x9, y'©) (2.27)

Ak porovname vztahy (2.26) a (2.27) s definiciou 2.1, zistime, Ze dvojica (x',
¥®) je sedlovym bodom funkcie E(x, y) vzhladom na mnozinu S,, x S,.

Pre dékaz vety o minmaxe stadilo ukazat, Ze Gilohy (2.18) a (2.19) su riesitelné
a Ze ich optimalne rieSenia uréuju nejaky sedlovy bod funkcie E(x, y) vzhladom
na mnozinu S, x S,. Sedlovy bod viak nemusi byt ureny jednoznaéne, t.].
funkcia E(x, y) modze mat celd mnozZinu sedlovych bodov. Iahko mozZno
dokazat aj tvrdenie o tom, ze kazdému sedlovému bodu funkcie E(x, y) vzhla-
dom na S, x S, zodpoveda nejaka dvojica optimalnych rieSeni aloh (2.18)
a (2.19). Existuje teda navzajom jednoznaéné priradenie medzi vietkymi dvoji-
cami optimalnych rieSeni tloh (2.18) a (2.19) a vietkymi rieSeniami maticovej
hry v zmieSanych stratégiach.

Poznamenajme v tejto stivislosti, Ze ak hovorime o nejednoznaénosti riesenia
maticovej hry, mame na zreteli iba nejednoznaénost optimalnych stratégii hra-
cov. Z definicie hodnoty hry, resp. z vety 2.2 je zrejmé, Ze pre rozne rieSenia je
hodnota hry rovnaka.

2.1.4 Vlastnosti optimalnych stratégii

Z dokazu vety 2.3 vyplyva cely rad poznatkov o vlastnostiach rieSeni matico-
vej hry. Sformulujeme najdélezitejSie z nich.

Veta 2.4
Vektory x%e S, a y'” e S, st optimalne zmie$ané stratégie prvého a druhého
hraca v maticovej hre prave vtedy, ak pre vSetky i =1, 2, ..., m a pre vsetky

j=1,2, ..., nplati )
E@i, y) £ E(x", y9) < E(x, j)

Veta 2.5

Nech v je hodnota maticovej hry. Potom
a) vektor x7e S, je optimalna zmieSana stratégia prvého hraca prave vtedy,
ak pre vietky j =1, 2, ..., n plati

E(x9 j)zv

b) vektor y”e S, je optimalna zmieSana stratégia druhého hraca prave vtedy,
ak pre vietky i = 1, 2, ..., m plati

E(, y") v
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Veta 2.6

Nech x%e S, , resp. y©@e S, je optimalna zmieSana stratégia prvého, resp.
druhého hraca v maticovej hre. Potom pre hodnotu hry v plati

PodlIa vety 2.6 hodnota hry

v = min E(x9, j)
j

in E(xO, /) EG. y©) Urcime
v = min E(x?, j) = max E(i, y
J ; E(x9, 1)=1<§)+0<-§->—2.0=§
5
Veta 2.7
Nech trojica {x, y'©, v} je rieSenie maticovej hry v zmieSanych stratégiach. E(x©,2) =3 (é) —~1 <2> +3.0= 7
Potom 5 5
a) pre vietky j =1, 2, ..., n plati
N E(x‘°’,3)=—1<§—>+3(2)-—1.0=§
VOLE(X, j) —v] =0 5 5 5

b) pre vSetky i =1, 2, ..., m plati Vidime, Zze

- v min{3 7 3} 3
0 ) : = - T T TrT T
xO[EG, y©9) — 0] =0 57550 5

Poznamka 2.3 . 1 . ..
Ur¢ime dalej optimalnu stratégiu y'@ = (3@, y{9, y{9) druhého hraca. Podla

1. Dokazy viet 2.4 az 2.7 mozeme ziskat rozborom vztahov medzi tlohami (2.18) a (2.19) vety 2.7 s prihliadnutim na vetu 2.5 plati

z odseku 2.1.3, vyuZzivajuc pritom tedriu duality linearneho programovania.
2. Vlastnosti optimalnych stratégii, sformulované vo vetach 2.4 a7 2.7, mdzeme s vyhodou

vyuzif pri analyze maticovych hier. Na zéklade vety 2.4 mbZeme pre [ubovolnia dvojicu zmieSanych : X](O) > 0- E(1, y(°’) =0
stratégii prvého a druhého hrada overit, ¢i ide o optimélne zmieSané stratégie. Ak pozname hodnotu .

~x N . . S .. N, .. s, x‘°’>0—»E(2 (0))___U
hry v, mbézeme podla vety 2.5 pre [ubovolni zmieSana stratégiu urdit, ¢i je, alebo nie je optimalna. 2 s V)=

Ak pozname optimalnu zmieSan@ stratégiu jedného z hracov, méZeme na zaklade vety 2.6 urit XxO® =0 - EQ3 (0)) <

hodnotu hry. Veta 2.7 nam umoziuje na zaklade znalosti optimalnej zmieSangj stratégie jedného T B A

z hradov odvodit optimalnu zmie$an stratégiu protivnika. E( X(O)’ D=v— }’1(0) >0

Uvedieme jednu z moznosti vyuZitia vlastnosti optimalnych stratégii pri

) - Jedn y P Yy gl p E(x©9,2)>p—p® =0
analyze maticovej hry.

E(x,3) =00 20

Priklad 2.6
Preskiimame hru s maticou platieb Zlozky p{® a y{” optimalnej stratégie druhého hrdda su preto neziporné
rieSenia systému linearnych rovnic
1 3 -1
A= 0 -1 3 nty=1
-2 3 -1 3
. =y =- (2.28)
Optiméalnou zmiesanou stratégiou prvého hraca v tejto hre je vektor . 5
‘ 3
X0=<§,%,0> : 3y; ==
575 , N >
ktoré vyhovuju nerovnici
Na zaklade tejto informacie uréime hodnotu hry a optimalnu zmieSant 3
stratégiu druhého hraca. BRAeE ég (229)
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Poznamenavame, ze zlozka yi¥ optimalnej stratégie druhého hraca je vidy
nulova.
Systém linearnych rovnic (2.28) ma jednoznacné riesenie

4 1
© _ © —
= —, y _ —
Y1 5 3 5
ktoré zrejme vyhovuje nerovnici (2.29). Optimalnou zmieSanou stratégiou dru-
hého hrada v skimanej hre je teda vektor

4 1
O=(2 0, -
=5 03)

Poznamenavame, Ze spravnost ziskaneho vysledku mozno overit na zaklade
vety 2.4.

Preskiimame teraz dalsiu uZito¢nl vlastnost optimalnych stratégii v matico-
vych hrach, nazyvanu aj vlastnost domindcie stratégii.

Majme maticovll hru H s maticou platieb A = (a;) typu m x n. UkdZeme, Ze
za urcitych podmienok moZeme odvodit rieSenie tejto hry z rieSenia hry s mati-
cou platieb, ktort dostaneme z matice A vyciarknutim niektorych jej riadkov
a stipcov. V tejto suvislosti hovorime aj o tzv. redukcii matice platieb.

Zavedieme nasledujuce pojmy a oznadenia: Budeme hovorif, Ze vektor
a=(a,a, .., a,) dommuje resp. ostro dominuje vektor b = (b, b, ..., b,), ak
pre vietky j =1, 2, ..., n plati

resp.

Rozsirenim vektora ¢ = (c,, ¢,, ..., ¢,) na k-tom mieste, kde 1 <k <n+1,
budeme nazyvat vektor

k
e®=(c, o0, -1, 0, ¢y .ovy €)

Veta 2.8

Ak v hre s maticou platieb A = (a,) typu m x n plati, Ze
1. pre nejaké k(1= k < m) existuja ¢isla p, (i # k) tak, ze pre vietky j =1,
2, ..., n dostaneme

Z plal/ = ak/; Z pr a 1 = 0 (230)

i#k ik

potom existuje optimalna zmieSana stratégia prvého hrada x®eS,,, ktorej
zlozka x{ = 0;
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2. pre nejaké 7(1 < r £ n) existuji &isla q;(j # 1) tak, Ze pre vSetky i =1,

2, ..., m dostaneme
L4 Sa, 3 g=1,420 (2.31)
e it
potom existuje optimalna zmie$ana stratégia y©e.S, druhého hraca, ktorej
zlozka y@ = 0.

Z vety 2.8 vyplyvaji nasledujuce tvrdenia:

a) Ak k-ty riadok matice platieb hry H je dominovany nejakou konvexnou
linearnou kombinaciou ostatnych riadkov tejto matice, potom prislusny riadok
mdZeme z matice platieb vyCiarknuf a rieSit hru H, s takto redukovanou
maticou platieb. Optimalne zmieSané stratégie druhého hrac¢a v hre H, budu
jeho optimalnymi stratégiami aj v hre H. RozSirenie na k-tom mieste kazdej
optimélnej zmieSanej stratégie prvého hra¢a v hre H, bude jeho optimalnou
stratégiou aj v hre H. Hodnoty hier H a H, st rovnaké.

b) Ak p-ty stlpec matice platieb hry H dominuje nejaku konvexna kombina-
ciu ostatnych stipcov tejto matice, potom prislusny stipec mozeme vy&iarknut
a riedift hru H, s takto redukovanou maticou platieb. Optimalne zmie$ané
stratégie prvého hraca v hre H, budua jeho optimalnymi stratégiami aj v hre
H. RozSirenie na p-tom mieste kazdej optimalnej zmieSanej stratégie druhého
hraca v hre H, bude jeho optimalnou stratégiou aj v hre H. Hodnoty hier H a H,

su rovnaké.
Poznamka 2.4

1. Pripomenieme, Ze konvexnou lineArnou kombinaciou vektorov a‘"’, a, ..., 8" nazyvame

vektor n
_ )
a= 3y da

i=1

kde pre koeficienty d,, d,, ..., d, plati

Td=1.4z20
=
2. Mozno dokézat, ze ak v (2.30) plati vzfah ostrej dominacie, potom pre kazdi optimalnu

zmieSan stratégiu prvého hraca x'”e S, je zlozka x* = 0. Analogicky, ak v (2. 31) plati vzfah ostrej
dominécie, potom pre kazdi optimalnu zmie$ant stratégiu druhého hraca y'?eS, jezlozka 3@ = 0.

Moznost vyuzitia vety 2.8 pri analyze maticovych hier vysvetlujeme na
¢iselnom priklade.

Priklad 2.7
Je dand hra s maticou platieb

10 2 -2 1

| 12 o 32

A=l 20 2 223

22 -2 6 4
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Presktimajme, ¢ maticu A mozno redukovat.
Prvy riadok matice A je dominovany tretim riadkom, mdzeme ho preto
vyCiarknut a skiimat hru s maticou platieb

12 0 32
A= 20 2 -2 3
-2 2 -2 6 4

Optimalne zmieSané stratégie v hre s maticou A, s pre hrada totozné s jeho
optimélnymi stratégiami v hre s maticou A. Roz8irenie na prvom mieste lubo-
volnej zmieSanej optimalne;j stratégie prvého hrada v hre s maticou A, bude jeho
optimalnou stratégiou v hre s maticou A.

Maticu A, mozeme dalej redukovat. Jej piaty stipec ostro dominuje prvy
stipec; vy&iarkneme ho teda a preskiimame hru s maticou

12 o0 3
A=l 20 2 -2
-2 2 -2 6

Prvy stipec matice A, dominuje treti stipec. Po jeho vy¢iarknuti dostaneme
hru s maticou

2 0 3
A,={0 2 -2
2 -2 6

Existuje konvexna linedrna kombinacia druhého a tretieho stipca matice A,,
ktora je dominovana prvym stlpcom:

2 0\ ,/ 3
0}= 2+ =2

1
2/ 2\ -2/ 2\ ¢

Vzhladom na to méZeme prvy stipec matice A, vy¢iarknuf a skamat hru
s maticou platieb

0 3
A= 2 -2
-2 6

Maticu A, nemozno dalej redukovat.

Nech (xl‘o’, x0, x{”) je optimalna zmie$ana stratégia prvého hraca v hre
s maticou A,, potom vektor (0, x[©, x{?, x{¥) bude jeho optimalnou zmie$anou
stratégiou v hre s maticou A.

Nech (@, y{) je optimalna zmie§ané stratégia druhého hraca v hre s mati-
cou A, potom vektor (0, 0, y©, y{ 0) bude jeho optimalnou zmie$anou
stratégiou v hre s maticou A.
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Hry s maticami platieb A, a A maji rovnakt hodnotu.

Vidime, ze uvedena vlastnost moze podstatne zjednodusit rieSenie maticovej
hry, pretoze namiesto analyzy hry s maticou platieb velkych rozmerov mézeme
¢asto riedit redukovand hru s mensou maticou platieb.

Na zaver tohto odseku sformulujeme esSte jednu vlastnost maticovych hier,
ktorl pouZijeme dale;j.

Mame hru s maticou platieb A = (a;) typu m x nas hodnotou v. Preskiima-
me maticové hry, ktoré mozno odvodit tak, Zze k vSetkym prvkom matice
A pripocitame Tubovolnu konstantu a, resp. Ze vSetky prvky matice A vynasobi-
me kladnou konstantou b. Oznacime

A, = (a;+ a)
A, = (bay)

Hodnoty hier s maticami platieb A,, resp. A, oznadime v,, resp. v,.

Veta 2.9

Optimalne stratégie hra¢ov v maticovej hre sa nezmenia, ak k matici platieb
pripo¢itame Tubovolna konstantu a, resp. ak maticu platieb vynasobime klad-
nou konStantou b. Pre hodnoty hier s maticami platieb A, A, a A, pritom plati

v,=v+a
v, = bv

Dokaz priamo vyplyva z uvedenych vlastnosti optimainych stratégii, napr.
z viet 2.4 a 2.5.

Poznamka 2.5

Z vety 2.9 je zrejmé, Ze kone¢né hry dvoch hracov s kon$tantnym nenulovym sic¢tom a s kon-
Stantnym nulovym suctom su z hfadiska minmaxového principu spravania hracov ekvivalentné;
formalne mézeme kazd hru s konStantnym nenulovym stétom ¢ previest na hru s nulovym suétom
odpocitanim konstanty ¢ od vsetkych prvkov matice platieb.

2.1.5 Vztahy medzi maticovymi hrami
a tlohami linearneho programovania

Dokaz vety 2.3 o minmaxe ma konStruktivny charakter, pretoze naznaduje,
ako metddami linedrneho programovania hladat rieSenie maticovej hry v zmie-
Sanych stratégiach. Z dokazu vieme, Ze rie§enie akejkolvek maticovej hry mozno
urcit tak, Ze najdeme optimalne rieSenie loh linedrneho programovania (2.18)
a (2.19). Vzhladom na to, Ze tvar uvedenych uloh nie je velmi vhodny na
poutzitie Standardnej simplexovej metody linearneho programovania, ukazeme
najprv, ako tieto ulohy zjednodusit.
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Hra s kladnou maticou platieb méa kladni hodnotu. Z vety 2.9 vieme, Ze
kazdG maticova hru mézeme pripocitanim vhodnej kladnej konstanty ku viet-
kym prvkom matice platieb upravif tak, aby sme dostali hru s nezmenenymi
optimalnymi stratégiami hra¢ov a kladnou hodnotou. Z hodnoty takto uprave-
nej hry pritom vieme odvodit hodnotu p6vodnej hry. Bez obmedzenia vSeobec-
nosti dal§ich ivah budeme preto predpokladat, Ze skimame maticova hru
s kladnou hodnotou.

Ulohy (2.18) a (2.19) mdZeme zapisat takto:

Maximalizovaf w (2.18a)
za podmienok m

Minimalizovat u (2.19a)
za podmienok “
Y S u

Jj=1

X y=1
j=1
20

Pretoze predpokladame, Ze hodnota hry je vzdy kladna, zaujimaji nas iba
také rieSenia 1loh (2.18a), resp. (2.19a), pre ktoré w > 0, resp. u > 0. Vzhladom
na to moZeme vietky nerovnice v sustave ohranieni Glohy (2.18a) vydelit
premennou w bez toho, aby sa zmenil ich zmysel. Dostaneme

) ay‘&ZI
w

i=1

v . so Xi , ei e
Pretoze x; = 0 a w > 0, musi platit ~ = 0. Vykoname substiticiu

w
Xi
pi=—
. . w
z ktorej vyplyva
X; = Wp;
a
x;i=w)y p=1
i=1 i=1
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i
|
4
|
.
i+
!
|
£
3
o
|
|
i

teda
Z b=
i=1

Maximalizovat w je v naSom pripade to isté ako minimalizovat vyraz

Vychodiskovt Glohu (2.18) méZeme teda upravif na nasledujici tvar:
Minimalizovat ’

Z Di (2.32)

za podmienok

Nech
©) 0 [ ()
P —'(pl( )’ --~9pi )5 ---7pr(n)

je Tubovolné optimalne rieSenie ilohy (2.32), potom vektor
’ x0=xO, ., x0, ..., x9
taky, Ze
pY
m

Y. p

i=1

x¥ =

je optimalnou zmieSanou stratégiou prvého hraca a cislo

1

i=1

v=w"=

je hodnotou prislusnej maticovej hry.
_ Na zéklade analogickej substiticie mozno tlohu (2.19), resp. (2.19a) upravit
na tvar:

Maximalizovaf n
2z (2.33)
i=1
za podmienok :
2 4z =1
i=1
z,20



Nech
0y __ 0 0 0
29 =0, ..., 29, ..,z

Je nejaké optimalne riesenie ulohy (2.33), potom vektor

©0) _ (4,0 0
. yo = (yl( )’ s )’,( )! sees y;EO))
taky, ze

)
PO = Z
i n
)
2z
i=1

je optiméalnou zmieSanou stratégiou druhého hraca a &islo

1

n
e

j=1

v=u?=

Je hodnotou pristusnej maticovej hry.

Ukézali sme uz, e kazdt maticovi hru modZeme formulovaf a riedit ako
nejakt ulohu linearneho programovania. Budeme sa teraz zaoberaf opaénym
problémom. UkéaZeme, Ze kazda ulohu linearneho programovania mozZno for-
mulovat ako maticovii hru.

Preskiimame nasledujicu dvojicu dualnych aloh linearneho programovania:
Maximalizovat

z= i CiX; (2.34)
za podmienok "

i a;X; = b;

j:] xz0

kdej=1,2,...,ni=1,2, ..., m, ¢, a, b, su konStanty.

ij»

Minimalizovat
u="3 by, (2.35)
za podmienok -
Z 4yi Z G
o »iz0

‘kdej=1,2,...,n, = 1,2, ..., makonStanty ¢;, a;, b, st rovnaké ako v ulohe
(2.34). Poznamenavame, Ze kazdl ulohu linedrneho programovania mdzeme
upravit na tvar (2.34) alebo (2.35).
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Hladame maticovu hru ekvivalentnt uvedenej dvojici dualnych tloh linear-
neho programovania v tom zmysle, Ze optimalne zmieSané stratégie hracov
v tejto hre uréuji optimalne rieSenie uloh (2.34) a (2.35).

Preskumame najprv jednoduchsi $pecialny pripad, ked pre vietkyi = 1,2, ...,
mplati b, > 0 a pre vietky j = 1, 2, ..., n plati ¢; > 0. Za uvedenych predpokla-
dov ma uloha (2.34) vzdy pripustné rieSenie. Okrem toho vzdy existuje pripustné
rieSenie, pre ktoré je hodnota ucelovej funkcie kladna. Z tedrie duality linear-
neho programovania potom vyplyva nasledujice tvrdenie:

Ak je dualna uloha (2.35) pripustna, t.]. ak mnozina jej pripustnych rieSeni
nie je prazdna, potom primarna tloha (2.34) ma koneéné optimalne riesenie, t. j.
hodnota jej ucelovej funkcie je zhora ohraniéena na mnoZine pripustnych
rieSeni. Ak je dudlna tiloha (2.35) nepripustnd, potom primarna tiloha (2.34) je
neohranicena, t.j. hodnota jej uelovej funkcie nie je zhora ohranicend na
mnozZine pripustnych rieseni.

Nech D = (d;), kde

d; =—L

bi;

je matica odvodena z prislusnych konstant ulohy (2.34), resp. (2.35). Preskiima-
me maticovll hru s maticou platieb D. Ozna¢me

pP= (ph P2 -ees pm)
optimalnu zmieSanu stratégiu maximalizujiceho hraca a
qg= (qb gz ---s qn)

optimalnu zmieSanu stratégiu minimalizujuceho hraca v hre s maticou D. Nech
v je hodnota tejto hry. Z vlastnosti 0loh linearneho programovania a matico-
vych hier vyplyvaju nasledujuce tri tvrdenia.

Veta 2.10

Nech v > 0, potom taky vektor x = (x;, X, ..., X,), Z&
o=
v¢;

i -

je optimalnym rieSenim lohy (2.34) a taky vektor y = (¥, ¥, ..., Yu)s 2€

Yi= U—b,
je optimalnym rieSenim tlohy (2.35), pri¢om
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z=—=u
v

je optimalna hodnota éelovej funkcie obidvoch tloh.

Veta 2.11
Nech uloha (2.34) je ohranicena, pri¢om jej optimalnym rieSenim je vektor
X =(x}, X, ..., X,) a z > 0 je optimalna hodnota Gcelovej funkcie. Nech dalej
vektor y = (y, y,, ..., y,,) je optimalne rie§enie alohy (2.35) a u > 0 je optimalna
hodnota ucelovej funkcie tejto ilohy. Potom vektor g = (g, ¢, ..., g,) taky, Ze
g =54
J z
Je optimalnou zmieSanou stratégiou minimalizujliceho hracéa a taky vektor
p= (plv P -ees pm)! ze

1b;
pi=—
U

Je optimalnou zmie$anou stratégiou maximalizujiceho hrada v hre s maticou
platieb D, pri¢om veliina
I 1
Pp=—= —
z u
Jje hodnotou tejto hry.

Veta 2.12

Uloha linearneho programovania (2.34) je neohranicena prave vtedy, ked pre
hodnotu v prislusnej maticovej hry s maticou platieb D plati

v=0

Priklad 2.8

Preskimame nasledujucu tlohu linedrneho programovania:
Maximalizovat

z=3x,+ x, + 2x,
za podmienok

24x, 4+ 4x, 4+ 4x;<2
9x; 4+ 2x, 4+ 4x; <1
9x, + 12x, + 12x; < 3

X1 X, x>0
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Vidime, 7e uloha spiha predpoklad b, > 0, ¢; > 0, mézeme teda pouzit vety
2.10, 2.11 a 2.12. Matica platieb zodpovedajicej maticovej hry ma tvar

D=

— 0 I

21
2 2
4 2

Matica D ma sedlovy bod (druhy riadok a treti stipec). Optimalnou straté-
giou maximalizujuceho hraca je teda vektor p = (0, 1, 0), optimalnou stratégiou
minimalizujiceho hraca je vektor g = (0, 0, 1) a hodnota hry v = 2.

Podla vety 2.10 ur¢ime optimalne rieSenie skiimanej tlohy

X = (0, 0, l)
4

a optimalnu hodnotu ucelovej funkcie z = 5 Zaroven uréime aj optimalne
rieSenie prislusnej dualnej Glohy

1
={0,-,0
r=(05-9)

Skor ako prejdeme k formulacii maticovej hry ekvivalentnej vieobecnému
pripadu dvojice dualnych tiloh linedrneho programovania (2.34) a (2.35), zave-
dieme niektoré nové pojmy.

Definicia 2.6

Stvorcovit maticu D = (d;) rddu n nazyvame kososymetrickd, ak pre vietky
i=1,2,..,naprevsetkyj=1, 2, ..., n plati

dif = _dji
teda D = — D", Maticovii hru s kososymetrickou maticou platieb nazyvame
symetrickd maticova hra.

Veta 2.13

Hodnota lubovolnej symetrickej maticovej hry v = 0. Kazda optimalna
stratégia jedného z hracov v symetrickej maticovej hre je suCasne optimalnou
stratégiou jeho protivnika.

Doékaz vety priamo vyplyva z vlastnosti optimalnych stratégii (pozri stat
2.1.4).
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Priklad 2.9
Hra s maticou platieb
0 1 =2
-1 0 3
2 =3 0

je symetricka. Lahko sa presvedéime o tom, Ze hra ma jednoznacné rieSenie
v zmieSanych stratégiach, pricom obidvaja hra¢i majo rovnaku optimalnu

zmie$an stratégiu
(l 1 l)
27376

Ukéazte, ze hodnota hry v = 0.
ZapiSeme teraz ulohy (2.34) a (2.35) v maticovom tvare:

max{eMx|Ax < b, x 2 0} (2.34a)

min {b"y| ATy > ¢, y = 0} (2.35a)

V tomto zapise A = (a;) je matica typu m X n, b je m-rozmerny stipcovy
vektor konstant b; a ¢ je n-rozmerny stlpcovy vektor konstant ¢;. Vektor x, resp.
v je n-rozmerny, resp. m-rozmerny stipcovy vektor premennych z Glohy (2.34),
resp. (2.35).

Dvojici dualnych uloh linearneho programovania (2.34a) az (2.35a) priradi-
me maticovll hru s maticou platieb

o, A -b

D= —A? © c (2.36)
b(ﬂ __c(T) 0

kde O,,, resp. O, je §tvorcova nulova matica radu m, resp. n. Matica D je zrejme
kososymetrickd, hra s touto maticou je teda symetricka a ma nulovi hodnotu.
Oznaéme
w=(p, q, 5)
kde
b= (p]’ P2 -oes pm)

q: (qla G «ees Qn)

a s je skalarna premenna, zmie$anu stratégiu prvého, resp. druhého hraca v hre
s maticou platieb D.

Z vlastnosti dualnych Gloh linedrneho programovania a maticovych hier
vyplyvaji nasledujice tvrdenia:
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Veta 2.14
Nech w'” = (p, g, s5,) je taka Tubovolna optimalna zmie$ana stratégia
ktor¢hokolvek hraca v hre s maticou platieb (2.36), Ze s, > 0. Potom vektor
X0 = (x(0, X0, ., x)

©
X0 = L

So

kde

Jje optimalne riesenie Glohy (2.34a) a vektor

0) _ 0 0 0
y _(yl( )3 J’z( )a >yr(n))

kde
(0)
yo =2
So
je optimalne rieSenie Glohy (2.35a)
Veta 2.15

Nech dvojica dualnych tiloh linearneho programovania (2.34a) a (2.35a) je
rieSitelnd, potom existuje taka optiméalna zmiesana stratégia

w'® = (p(O)’ q(O), So)
hracov v maticovej hre s maticou platieb (2.36), pre ktoru s, > 0.

Priklad 2.10

Preskiimajme tlohu linedrneho programovania:

Maximalizovaf
z= —3x;+ 2%, + x5

za podmienok
X +2x,— x;56

2%, 4+ x,+3x;£8
Xy, X2, x;20

Prislu§na dualna tloha vyzera takto:

Minimalizovat
u =6y + 8y,
za podmienok
n+2pnz -3
2+ »mz 2
—yi+3ym2z 1
Yis »nz 0
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Ekvivalentna symetrickd maticova hra bude mat maticu platieb

0 0 1 2 -1 -6
0 0 2 1 3 =8
-1 =2 0 0 0 -3
=2 -1 0 0 0 2
1 =3 0 0 0 1
6 8§ 3 -2 -1 0

Poznamka 2.6

1. Ak chceme zostavif ekvivalentnii maticovia hru pre dvojicu dualnych tloh linearneho progra-
movania, ktoré maji iny tvar ako (2.34) az (2.35), napr. obsahuji v sistavach ohraniceni rovnice,
resp. nerovnice opaéného smeru, alebo nemaji vietky premenné nezaporné, musime tito dvojicu
(loh najprv upravit na symetricky tvar (2.34) a7 (2.35) a aZ potom pristupit k zapisu zodpovedajlcej
matice (2.36).

2. Uprava dvojice dualnych iiloh linearneho programovania na maticovi hru ma iba teoreticky
vyznam, pretoZe z vypo¢tového hladiska su algoritmy linearneho programovania efektivnejsie ako
pecialne algoritmy rieSenia maticovych hier.

2.1.6 RieSenie maticovych hier
metédami linedrneho programovania

V stati 2.1.5 sme ukazali, Ze hru s kladnou maticou platieb mézeme rieSit
tak, Ze vyrieSime Ulohu linedrneho programovania (2.32), z optimalneho rieSe-
nia ktorej ziskame optimalnu zmie$anu stratégiu prvého hraca a ulohu linear-
neho programovania (2.33), z optimalneho rieSenia ktorej ziskame optimalnu
zmieSanu stratégiu druhého hraca.

Dahko sa presved&ime o tom, Ze (ilohy (2.32) aZ+(2.33) s navzajom dualnymi
ulohami linearneho programovania, preto sta¢i na urcenie rieSenia maticovej
hry v zmieSanych stratégiach vyriesit iba jednu z nich. Pri pouZiti simplexovej
metody obsahuje totiz simplexova tabulka optimalneho rieSenia ktorejkolvek
z tejto dvojice tloh aj informaciu o optimalnom rieSeni dualnej ulohy.

Podla vety 2.5 méZeme kazddi maticova hru upravif na hru s kladnou
maticou platieb bez toho, aby sa zmenili optimalne stratégie hracov.

Ukéazeme si, ako na zaklade tychto poznatkov mozno vyuZif zndme metody
linearneho programovania na rieSenie maticovych hier.

Priklad 2.11

Vratme sa k modelu z prikladu 2.3 o propagacnej kampani na zahraniénych
trhoch. Pre konkrétne udaje

n=3,s,=30,s2=2o,s3:10,,,:%
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dostaneme maticu platieb

10 30 30
20 20 20
A= 3
10 10 10
3

Tato matica zrejme nema sedlovy bod a neexistuje teda riesenie hry v éistych
stratégiach. Podla vety 2.9 zjednodus$ime maticu tak, Ze vietky jej prvky vynaso-

bime konStantou b = % Dostaneme

39
6 2
3 3

N \O

Prislu$na tloha (2.32) pre hru s touto maticou platieb bude vyzerat takto:
Minimalizovaft

) ptptp;
za podmienok

3pr+6p,+3py 21
9+ 2p,+3p; 2 1
W +6p,+ pyz1

P P» p320

Uloha (2.33) bude vyzeraf takto:
Maximalizovat
Z) + 2y + z3
za podmienok
32, + 92, + 92, 5 1

6z) + 2z, 4+ 62z, < 1
3z, + 32,4+ z; <1
Zy, 22, z;20

Ulohu (2.32) je vyhodné riesit dudinym algoritmom simplexovej metody,
ulohu (2.33) s vyhodou vyrie§ime zdkladnym primarnym algoritmom simplexo-
vej metody (z hladiska vypodtovej naro¢nosti rieSime vzdy ti tlohu, ktora ma
mensi poCet riadkov). V naSom pripade vyrieSime napr. tllohu (2.33) zdkladnym
primarnym algoritmom simplexovej metody. Postup vypoétov sme zapisali do
tab. 2.1, tab. 2.2 a tab. 2.3.
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Tabulka 2.1
Z 2 Z3 Z4 Zs Zs
Z4 3 9 9 1 0 0 1
Zs 6 2 6 0 1 0 1
Zq 3 3 1 0 0 1 1
—1 -1 -1 0 0 0 0
Tabulka 2.2
z) z, z, Z4 zs Z4
1 1
Z, 0 8 6 1 - 0 =
2 2
1 1 1
z, ! - 1 0 - 0 -
3 6 6
1 1
Z 0 2 =2 0 - = 1 =
2 2
2 1 1
0 - 0 0 - 0 =
3 6 6
Tabulka 2.3
z, Z, Z3 A Zs Ze
3 1 1 1
Z, 0 1 - - —— 0 —
4 8 16 16
3 1 1 7
z, 1 0 - - — 0 -
4 24 48 48
7 1 3 3
Zq 0 0 - —- == 1 -
2 4 8 8
1 1 5
0 0 - — - 0 —
2 12 24

Z posledného stipca rab. 2.3 preditame optimalne rieSenie prislusnej ulohy

(2.33)
*x9 = <l’ L’ 0>
48° 16

a optimalnu hodnotu ucelovej funkcie

20+ 204 z{0 = =
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Z posledného riadku tab. 2.3 (v stipcoch, ktoré zodpovedaju doplnkovym
premennym z,, zs, z,) precitame optimalne rieSenie prislusnej dualnej tlohy

(2.32)
p” = (i, L 0)
12° 8

Lahko sa presved¢ime o tom, Ze

5
p(o) + péo) + p(o) = =
! 3 4 )

Optimalnu zmieSanu stratégiu prvého hraca dostaneme, ak zlozky vektora
p'? vydelime optimalnou hodnotou U&elovej funkcie, teda

X‘°’=(Z,§,o>
5°5

Optimalnu zmie$anu stratégiu druhého hraca dostaneme, ak zlozky vektora
2" vydelime optimalnou hodnotou ucelovej funkcie, teda

y(°’=<l,i,0>
107 10

Hodnota hry ¢ s upravenou maticou platieb je

1 1 24

U= = _—
0) {0) 0) 0 0 0
pl+p +p 20420420 5

Z vety 2.9 vieme, Ze optimalne zmieSané stratégie hraCov v hre s upravenou
maticou platieb su totozné s ich optimalnymi zmieSanymi stratégiami v hre
s povodnou maticou platieb. Hodnotu hry s pévodnou maticou platieb ur¢ime
takto:

v:lﬁ——ul—o-%:m
b 3

Ziskané vysledky musime este interpretovat. V danych podmienkach sa nas
podnik zahrani¢ného obchodu (prvy hrac) rozhodne medzi propaga¢nou kam-
paiiou na prvom a druhom trhu, pricom pouzije nadhodny mechanizmus, ktory
voli prvy trh s pravdepodobnostou 2/5 a druhy trh s pravdepodobnostou 3/5.
Pre konkuren¢nu firmu (druhy hrac) je najvyhodnejsie pripravit propagacni
kampan na jednom z prvych dvoch trhov, briéom pre konkrétne rozhodnutie
pouZije nahodny mechanizmus, ktory voli prvy trh s pravdepodobnostou 7/10
a druhy trh s pravdepodobnostou 3/10. Strednd hodnota objemu objednavok,
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ktoré ziska nas podnik svojou propaga¢nou kampaiiou sa bude pritom rovnat
16 jednotkam.

2.1.7 Minoziny optimainych stratégii

Podla vety o minmaxe ma kazdy z hraov v maticovej hre aspon jednu
optimalnu zmieSanu stratégiu. Vieobecne mozu existovat variantné optimalne
zmie$ané stratégie hraov. Preto ma zmysel hovorit o mnozinach optimalnych
stratégii hra¢ov v maticovej hre.

Oznaéme ako K, [A], resp. K;[A] mnoZinu optimalnych zmieSanych stratégii
prvého, resp. druhého hraca v maticovej hre s maticou platieb A = (a;) typu
m X n.

Poznamka 2.7

1. Mnozinu K c E, nazyvame konvexnou, ak pre Tubovolné dva body x, ye K a pre vietky
d takeé, ze 0 < d < | plati

dx + (1 —d)yekK

2. Nech K je konvexnd mnoZina. Bod x € K nazyvame krajnym bodom mnoziny K, ak neexistuju
také dva body y, ze K, pre ktoré by platilo

x=dy+(l—-dz,0<d<l

3. Neprazdnu konvexna uzatvoreni mnoZinu K, ktora obsahuje konecny pocet krajnych bo-
dov, nazyvame konvexna polyedrickd mnozina. Ak je konvexna polyedrickd mnoZina ohrani¢end,
nazyvame ju konvexny polyéder.

4. Nech K < E, je konvexny polyéder a xV, x, ..., x? sii vietky jeho krajné body. Potom
Tubovolny bod xe K méZeme vyjadrit ako konvexni linedrnu kombindciu (pozri poznamku 2.4)
krajnych bodov. Lubovolna konvexna linearna kombinacia krajnych bodov je bodom mnozZiny K.

Veta 2.16

Mnoziny K,[A] a K,[A] optimalnych zmieSanych stratégii prvého a druhého
hra¢a v maticovej hre si konvexné polyédre.

Dokaz vyplyva zo skutoénosti, ze vSetky optimalne zmieSané stratégie
hrada v maticovej hre s optimalnymi rieSeniami nejakej tlohy linedrneho
programovania s ohraniéenou neprazdnou mnoZzinou pripustnych rieseni (pozri
dokaz vety 2.3).

Krajnymi optimdlnymi stratégiami prvého, resp. druhého hraca v maticovej
hre dalej nazyvame také zmie$ané stratégie xe S,,, resp. y€ S, ktoré su krajny-
mi bodmi mnoziny K,[A], resp. K,[A].

Z poznamky 2.7 a vety 2.16 vyplyva, Ze na to, aby sme mohli charakterizovat
mnoZzinu optimalnych stratégii hraca v maticovej hre, sta¢i poznat vietky krajné
optimalne stratégie, ktorych je koneény pocet. Kazdu optimalnu stratégiu hraca
modZeme potom vyjadrit ako konvexnlt zom* ~4civ koneén*ho poétu krajnych
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optimalnych stratégii. Problém urcenia mnoziny vietkych optimainych stratégii
sa teda redukuje na problém uréenia koneéného poétu krajnych optimédlnych
stratégii.

Veta 2.17

Nech xV, x®e K [A] su dve optimalne stratégic prvého hraca a y!,
y? e K,[A] s dve rozne optimalne stratégie druhého hraga. Potom sedlovymi
bodmi funkcie £(x, y) vzhfadom na mnoZinu S,, x S, st vetky dvojice (x'",
¥, (x®, y?), (xD, y?) a (x?, y"), pricom plati

E(x", y")y = E(x®, y?) = E(xD, y®) = E(x?, y)

Doékaz priamo vyplyva z dokazu vety 2.3. Z vety 2.17 je zrejmé, Ze v pri-
pade existencie viacerych optimalnych stratégii je pre hraca lahostajné, ktoru
z nich zvoli.

Pri analyze maticovej hry je d6leZité poznat nevyhnutné a postadujlice pod-
mienky na to, aby nejakad optimalna zmie$ana stratégia bola krajnou optimal-
nou stratégiou.

Zavedieme nasledujiuce oznacenia: Nech xeS,, resp. yeS, je zmieSani
stratégia prvého, resp. druhého hrada v hre s maticou platieb A typu m x n
a B je lubovolna submatica typu r x k matice A, kde r < m, k < n. Ako x,,
resp. y, oznacime vektor, ktory dostane zo zmieSanej stratégie x, resp. y vy-
¢iarknutim zloziek zodpovedajicich riadkom, resp. stipcom, ktorych vyéiar-
knutim z matice A sme ziskali maticu B. Ako &, oznaime k-rozmerny suctovy
vektor, t.j. vektor, ktorého vsetky zloZky sa rovnaji 1.

Veta 2.18

Optimalna zmieSand stratégia xe K[A] je krajnou optimalnou stratégiou
prvého hri¢a v hre s maticou A a hodnotou v # 0 prave vtedy, ked existuje
regularna Stvorcova submatica B radu r matice A a optimalna zmie$ana straté-
gia ye K,[A] druhého hraca tak, Ze plati:

a) Xz a ypsu zmieSané stratégie prvého a druhého hrada v hre s maticou B,
t.j. xS, a yze8,;

b) sl splnené maticové rovnosti

BPx, =euv (2.37)
By;=ev (2.38)

Dokaz vyplyva napr. z dokazu vety 2.3, tedrie duality linedrneho prog-
ramovania a definicie bazického rieSenia Glohy linedrneho programovania.
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Poznamka 2.8

1. Zo vztahov (2.37) a (2.38) a z vety 2.5 vyplyva, Ze vektory x; a ¥ st optimalne zmieSané
stratégie prvého a druhého hraca v hre s maticou platieb B, t.j. xz€ K,[B] a y, ¢ K,[B]a v je hodnota
tejto hry.

2. Uplne symetricki vetu dostaneme pre krajn@ optimalnu stratégiu druhého hraca. Z vety 2.18
Je zrejmé, Ze vektor ye S,, ktorého existencia je podmienkou toho, e vektor xe K, [A] je krajnou
optimédlnou stratégiou prvého hrada, bude krajnou optimalnou stratégiou druhého hraca.

3. Predpoklad vety 2.18 o tom, Ze hodnota hry v 0 neméd vdbec. obmedzujlici charakter,
pretoze podla vety 2.9 méZeme ka?d( maticovir hru upravif na ekvivalentna hru s nenulovou
hodnotou.

Priklad 2.12
Analyzujme hru s maticou platieb

37 1
A={6 4 7
5 4

(=)

Zrejmé je, Ze hodnota hry v # 0, teda mdzeme aplikovat vetu 2.18.
Vektor y = (0, %, %) je optimalnou zmieSanou stratégiou druhého hraca

v tejto hre, pri¢om hodnota hry v = 5. Chceme overit, ¢i y je krajna optimalna
stratégia.
MozZeme sa presveddif o tom, Ze submatica

7 1
5~ 7)
ktorti sme dostali z matice A vy&iarknutim prvého stipca a posledného riadka,
je regularna; jej determinant det B = 45. V tomto pripade

2 l(T)
Ve=1\|-»—
g (3 3>
2
7 1\]3 5
2= (3 7)1 |~ (5) e
3

t.j. splnena podmienka (2.38) vety 2.18. Dalej rieSenim systému linedrnych
rovnic

a plati

B(T)XB = 621)
kde x; = (x;, x,)7, t.].
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7 4\ (x;\_[5
1 7)\x,)  \5
2 (n
dostaneme x; = (5, §> . Lahko sa presved¢ime (napr. na zaklade vety 2.5)

o tom, ze zodpovedajici vektor

(3
33

je optimalnou zmieSanou stratégiou prvého hraca v hre s maticou A. Z uvede-
ného vyplyva, Ze vektor yje krajnou optimalnou stratégiou druhého hraca v hre
s maticou A. Sicasne sme urcili krajni optimalnu stratégiu x prvého hraca
v tejto hre.

Mozno dokazat, ze vektor x je jedinou krajnou optimalnou stratégiou prvé-
ho hraca v skimanej hre. Druhy hra¢ ma este jednu krajnt optimalnu stratégiu

555
bod, t.j. K,[A] = {x}. Mnozina optimalnych stratégii druhého hraca obsahuje
vSetky konvexné linedrne kombinacie dvoch krajnych optimalnych stratégii
yaytj

V= (1 3 l) MnozZina optimalnych stratégii prvého hraca obsahuje jediny

KAl ={yeE, y=dy+(1 -d)y,0=d= 1}

Optimalnou zmieSanou stratégiou druhého hraca je preto kazdy vektor

Pl

+( =4

<
1
Q€U
Dl— Wi S

kde0=d< 1.

2.1.8 Shapleyho a Snowova metdda rie$enia maticovych hier

VSeobecnui metodu na uréenie vietkych krajnych optimalnych stratégii obi-
dvoch hracov v maticovej hre, ktord vychadza priamo z vety 2.18, vypracovali
L. S. SHAPLEY a R. N. Snow.

Mame hru s maticou platieb A = (g;) typu m x n a s nenulovou hodnotou
v # 0. Nech B = (b;) je nejaka Stvorcova regularna submatica radu r matice
A. Ponechajme v platnosti oznacenia pouzité vo vete 2.18.
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Urc¢ime vektory

—I\(T)
=B e (2.39)
e"B e
B e
Vg = e‘TB‘—‘; (2.40)
a Cislo
1

kde B™' je inverzna matica k matici B.

Definujme vektor x, resp. y, ktory dostaneme z vektora x,, resp. y, rozsire-
nim o nuly na tych miestach, ktoré zodpovedaju riadkom, resp. stipcom matice
A vyciarknutym pri odvodeni submatice B.

Z vety 2.18 vyplyva, Ze vektory x a y su krajné optimalne stratégie prvého
a druhého hraca v hre s maticou platieb A a ¢islo v je hodnota tejto hry prave
vtedy, ked plati

xesS,,, yeS, (2.42)

ADx>euv, Ay< e, (2.43)

Na ziklade uvedenych poznatkov médzeme sformulovat kombinatoricky
postup urcenia vietkych krajnych optimalnych stratégii prvého a druhého hraéa
a hodnoty hry.

Preskiimame vSetky Stvorcové submatice B matice A (ktorych je koneény
pocet). Pre kazdu submaticu B vykoname nasledujiicu analyzu:

1. Preskimame determinant submatice B. Ak det B = 0, potom submatica
B nemdze urCovat krajné optimalne stratégie a hodnotu hry, preto prejdeme
k analyze dal3ej submatice. Ak det B # 0, prejdeme k bodu 2.

2. Podla vzfahov (2.39) a (2.40) uréime vektory x; a y; a overime splnenie
podmienky (2.42). Ak tato podmienka nie je splnend, nemdze submatica B ur-
Covaf krajné optimélne stratégic a hodnotu hry a prejdeme k analyze daliej
Stvorcovej submatice. V opaénom pripade prejdeme k bodu 3.

3. Podla vzorca (2.41) ur¢ime veli¢inu v a overime splnenie podmienky
(2.43). Ak tato podmienka nie je splnena, potom submatica B nemdZe uréovat
krajné optimalne stratégie a hodnotu hry, preto prejdeme k analyze daliej
Stvorcovej submatice. V opa¢nom pripade dostaneme dvojicu krajnych optimal-
nych stratégii x, y a hodnotu hry v.

Po preskimani vSetkych Stvorcovych submatic B najdeme vietky krajné
optimalne stratégie hracov.
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Poznamka 2.9

Pri aplikacii met6dy netreba skimat ,,$tvorcové submatice radu 1, t. j. jednotlivo vybraté prvky
matice platieb. Takéto ,,submatice* uréuja &isté optimalne stratégie, ktoré vieme najst jednoduch-
§im spdsobom. V tejto stvislosti poznamendvame, Ze &istd optimalna stratégia (interpretovana ako
jednotkova zmieSana optimalna stratégia) je vzdy krajna optimélna stratégia.

Opisand metoda je.z vypoctového hladiska velmi naroéna. Pre kazdu $tvorcovii submaticu
B treba totiz vypocitat determinant a v pripade, 7e det B # 0, treba najst inverznil maticu B™'.
SHAPLEY a SNow zjednodusili vypoétovy postup na zaklade vyuZitia vlastnosti adjungovanej matice.

Poznamka 2.10
1. Mdme $tvorcovii maticu B = (b;) radu r. Algebrickym doplnkom prvku b, matice B nazyva-
me veliinu
By=(—1)"'M,
kde M je hodnota dete'rminantu submatice radu r-1, ktoris dostaneme z matice B vy&iarknutim
i-tého riadka a j-tého stlpca.
2. Transponovanii maticu algebrickych doplnkov prvkov matice B nazyvame adjungovanou
maticou k matici B a oznaCujeme adj (B).
3. Ak matica B je regularna, potom plati
adj(B) =det(B)B™!

Vztahy (2.39) az (3.41) méZeme s vyuZitim adjungovanej matice zapisat takto:

4 (T}
" adj(B)e,
adj(B) e,
y,=—4B)e (2.45)
e adj(B)e,
det B (2.46)

U=
e"adj(B) e,
Vyhodou vyuZitia adjungovanej matice je, Ze pri analyze celoéiselnej submatice B moézeme

vaginu vypoctov realizovat v celych ¢islach. Adjungovana matica k celo¢iselnej matici je celoisel-
nd, zatial ¢o inverzna matica obsahuje spravidla zlomky.

Priklad 2.13

Mame hru s maticou platieb

1 3 2
A=13 1 3
4 0 1

Shapleyho a Snowovou metédou najdeme krajné optimalne stratégie hracov
a hodnotu hry.
Vietky prvky matice platieb st nezaporné. PretoZe plati
max minaq; = 1
J

i
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hodnota hry je kladna a je splneny predpoklad vety 2.18 (nenulova hodnota
hry). KedZe

min max a; = 3
matica platieb nema sedlovy bod a neexistuju teda Cisté optimalne stratégie.

Pri aplikacii Shapleyho a Snowovej metody treba preskiimat vsetky Stvorco-
vé submatice radu 2 (spolu existuje 9 takychto submatic) a $tvorcovii maticu

A radu 3.
Zacéneme submaticou
I3 :
B= <3 1) (2.47)
Uréime det B = — 8. Submatica B je reguldrna, preto ma zmysel pokracovat

v jej analyze. Vypocitame adjungovani maticu

i) = (3 77)

a podla vztahov (2.44) a (2.45) uréime vektory x, a y,. Dostaneme
e"adj(B)e, = —4

adj(BY" e, = (—2, —2)7
AN
Xpg=1{—,—

? (2 2>
x=<1,1,0>eS3
2°2
adj(B)e, = (-2, —2)"

1 "
yB"('i!E)
11
={-,-,0]e8
y <2 2 ) }

Vidime, Ze podmienka (2.42) je splnena. Podla vzfahu (2.46) uréime

v=2
a porovname:
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n

1
5 2
1 4 2 2
A(T)X = 3 1 0 1 = z env
2 3 1){3 Rl
2
0
1
2 2
21<ep
2

B =
S —w
— W
N’

)

Presveddili sme sa, ze je splnena podmienka (2.43). Skimana submatica teda
ur¢uje dvojicu krajnych optimalnych stratégii a hodnotu hry.
Analyzujme dalsiu submaticu
1 2
B = <3 3> (2.48)

det(B) = —3

wi®) = (_] )

cDadj(B)e, = —1

(o] N =
1l
N

Urdéime

adj(B)M e, = (0, — )"
=0
x=(0,1,0MNes,
adj(B)e, = (1, —2)7
yp=(—1,2)"
y=(—1,0,2)D
Vidime, Ze y nie je zmieSana stratégia, teda nie je splnend podmienka (2.42)

a skimana submatica neuréuje dvojicu krajnych eptimalnych stratégii. Prejde-
me k analyze dalsej submatice.
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Po preskimani vietkych $tvorcovych submatic radu 2 a Stvorcovej matice
A zistime, Ze prvy hra¢ ma dve krajné optiméalne stratégie

Xm:(l,l,o)

22

x<z):<§,l’l>
555

a druhy hra¢ ma jedint krajnu optimalnu stratégiu

11
=~s_a0
r-(39)

pricom hodnota hry b2

Poznamka 2.11

SHAPLEY a SNow dokézali, Ze s vyuZitim adjungovanej matice mozno metodu aplikovat aj na hry
s nulovou hodnotou. Vetu 2.18 mbzeme pre vieobecny pripad formulovaf takto: Optimalne zmiesa-
né stratégie x a y st krajné optimdlne stratégie v hre s maticou platieb A a hodnotou v prave vtedy,
ked existuje $tvorcova submatica B radu r matice A tak, Ze plati

e adj(B)e #0

a prisluiné vektory x,, v, a veli¢ina v vyhovuji vztahom (2.44) az (2.46).

2.2 BIMATICOVE HRY

Doteraz sme sa zaoberali koneénymi hrami dvoch hracov s konsStantnym
stiétom platieb, o ktorych sme hovorili aj ako o antagonistickych hrach, pretoze
zaujmy jednotlivych hracov v nich boli diametraine protikladne.

Upustime teraz od predpokladu antagonizmu zaujmov a budeme skumat
také konfliktné rozhodovacie situacie, v ktorych

a) vystupuju dvaja hraci,

b) kazdy z hracov voli jednu z mnoZiny stratégii s cieflom maximalizovat
vlastni platbu,

¢) zdujmy hracov nemusia byt v priamom protiklade, t.j. vyhra jedného
z hra¢ov nemusi byt sprevadzana prehrou druhého hraca.

Takéto konflikty nazyvame neantagonistické a ich matematickym modelom
st tzv. hry dvoch hracov s nekonstantnym sti¢tom platieb. Konec¢né hry dvoch
hracov s nekondtantnym siétom platieb nazyvame bimaticové hry.

Pri definovani a analyze racionalneho spravania hracov v bimaticovych
hrach sa stretavame s via¢$imi komplikaciami ako v pripade maticovych hier.
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Oboznamime sa so zdkladnymi pristupmi k rieSeniu neantagonistickych hier
dvoch hracov, ktoré v Stvrtej kapitole dalej zovieobecnime na pripad hier
n hracov. ‘

2.2.1 Zakladné pojmy o bimaticovych hrach

MnozZiny stratégii prvého a druhého hrada oznadime X a Y. Prvy hrac voli
(alebo nezavisle, alebo po dohode s druhym hra¢om) nejakt svoju stratégiu
xe X, druhy hra¢ voli (alebo nezavisle, alebo po dohode s prvym hra¢om)
nejaku stratégiu ye Y. Vysledok hry je dany dvojicou stratégii (x, y)e X x Y.
V zavislosti od vysledku hry ziskava prvy hra¢ platbu M,(x, y) a druhy hraé
platbu M,(x, y), priom existujii také stratégie x,, x,eX a y,, y,e Y, Ze

M (xy, y) + My(x,, y1) # M\(x5, y,) + My(x,, 1) (2.49)

(teda sucet platieb hracov pre rozne vysledky hry nie je kon3tantny).
Hrou dvoch hracov s nekonstantnym siétom platieb nazyvame model

[P={1,2}; X, Y; M,, M,] (2.50)

pre ktory je splnena podmienka (2.49).
V pripade, Ze mnoziny X a Y st koneéné, hovorime o kone¢nej hre dvoch
hracov s nekon§tantnym suctom. Nech indexy

i=1,2,...,m

j=12,..,n

usporaduvaju Cisté stratégie prvého a druhého hraca. Kazdému vysledku hry
danému dvojicou ¢istych stratégii (7, j) prvého a druhého hraca zodpoveda
platba a; prvého hraca a platba b, druhého hraca. KedZe predpokladame, Ze ide
o hru s nekons$tantnym sicétom, existuje aspof jedna dvojica vysledkov

(i, J1) a (i J2)
taka, ze plati

a,; + b #a (2.5

22 Jaly
Strategie a platby hracov v konecnej hre dvoch hra¢ov mézeme tiplne cha-
rakterizovat dvojicou matic
A = (ay)
typum xna
B= (bji)
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typu n x m, ktoré nazyvame maticami platieb prvého a druhého hraca. Riadky
matice A zodpovedaju Gistym stratégiam prvého hraca a jej stipce gistym straté-
gidm druhého hraéa, pri¢om prvky g; tejto matice udavaja platby prvého hraca
pri vysledkoch (i, j). Analogicky, riadky matice B zodpovedaji Cistym straté-
giam druhého hraca a jej stipce Cistym stratégiam prvého hraca, priom prvky
b; tejto matice udavaju platby druhého hraca pri vysledkoch (i, j). Z tejto
moznosti reprezentacie koneénej hry dvoch hracov s nekonstantnym stctom
pomocou dvoch matic bol aj odvodeny ndzov bimaticova hra.

Definicia 2.8

Bimaticovou hrou nazyvame model
[P ={1,2}; A, B] (2.52)

kde A = (a,) je matica platieb prvého hraca typu m x n a B = (b;) je matica
platieb druhého hraéa typu n x m, pricom pre prvky tychto matic plati vztah
(2.51).

Priklad 2.19

Dva podniky P, a P, sa dostali do sporu, na vyrieenie ktorého ma kazdy
z nich dve mozZnosti

a) obratif sa na sud a Zalovat druhy podnik (stratégia Z),

b) ustupit a vyhoviet narokom druhého podniku (stratégia U).

V tab. 2.4 uvadzame, aké dosledky maji tieto rozhodnutia pre jednotlivé
podniky. Riadky tabulky zodpovedaju stratégiam podniku P,, stlpce zodpove-
dajh stratégiam podniku P,. Dvojicu ¢isel v prisluSnom riadku a stipci treba
interpretovaf tak, ze prvé &islo udava platbu (zisk alebo stratu) podniku P,
a druhé ¢islo udava platbu (zisk alebo stratu) podniku P, v pripade, Ze P, zvoli
stratégiu zodpovedajucu tomuto riadku a P, zvoli stratégiu zodpovedajicu
tomuto stipcu. Napriklad pri volbe dvojice stratégii (Z, U) ziskava podnik P,
ktory zaluje podnik P,, odskodné v sume 9 jednotiek a podnik P, ktory zvolil
stratégiu U a rozhodol sa ustapit, plati toto odskodné plus stidne vydavky, teda
jeho platba je —10 jednotiek.

Tabulka 2.4
stratégie P,
z U
z -1,-3 9, -10
stratégie
P U | =10, 9 5 6
66

Z tab. 2.4 zostavime matice platieb obidvoch hracov. Matica platieb prvého
hraca (podnik P) je

zZ U
A=(J 3) 0
Matica platieb druhého hraca (podnik P) je
zZ U
5=(20 )0
Vypocitame este maticu A + B", ktora obsahuje suéty platieb hracov:

S
Ty
A+B _(_1 11)

Vidime, Ze ide o hru s nekon$tantnym stctom.

Pri ttvahach o optimalnom rozhodovani v bimaticovej hre treba vediet, aké
st moznosti vzajomnych zaviznych dohdd medzi hra¢mi. Ak nie je mozné pred
vol'bou stratégie uzatvorit zavaznu dohodu s protihrdom, zvolia v hre z prikla-
du 2.19 obidvaja hragi pravdepodobne stratégiu Z, teda vysledkom hry bude
(Z, 7), pretoze jednostranné odchylenie sa od tohto rozhodnutia znamena pre
odchylujiceho sa hraca riziko, Ze sa zvdcsi jeho prehra. Prvy hraé (podnik P)
méZe sice pri stratégii Z o¢akavat stratu — 1, ale volbou stratégie U riskuje, Ze
jeho strata bude az —10. Druhy hra¢ (podnik P,) méZe pri volbe stratégie
Z oc¢akavat stratu — 3, avSak volbou stratégie U riskuje, ze sa jeho strata zvysi
na —10.

V pripade, Ze existuje moznost uzatvorif vzajomnu dohodu, bude pre obi-
dvoch hradov zrejme najvyhodnejsie zvolit stratégiu U, teda vysledkom hry
bude (U, U). Volba tejto stratégie zabezpeci prvému hracovi vyhru 5 jednotiek
a druhému hracovi vyhru 6 jednotiek. Zavidznost dohody je tu v8ak nevyhnut-
nym predpokladom racionalnosti takejto volby, pretoZe bez nej nema prvy hrac
pri voIbe stratégie U istotu, Ze druhy hra¢ nezvoli Z, o by pre prvého hraca
znamenalo stratu — 10 (to isté plati aj pre druhého hraca).

Z uvedenej diskusie teda vidime, Ze pri analyze bimaticovych hier (a vSeobec-
ne hier dvoch hracov s nekonstantnym suctom) treba skimat dva pripady:

a) nekooperativny pripad, ked nie st pripustné zavizné dohody medzi
hraémi;

b) kooperativny pripad, ked hraci mézu uzatvaraf zavizné dohody o spo-
lo¢nom postupe.

67



Poznamka 2.12

V pripade maticovej, resp. vieobecnej hry dvoch hracov s konstantnym stié¢tom nemaji podobné
Uvahy zmysel. Kedze sucet platieb obidvoch hracov je vzdy konStantny, nemaji sa hradi o éom
dohoviarat a kooperativny pripad je bezpredmetny.

2.2.2 Nekooperativny pristup — rovnovéazne body

V hre (2.50), v ktorej neexistuje moznost zaviznej dohody o spolupraci medzi
hraémi, mozno za prijatelnu volbu stratégii prvého a druhého hraca povazovat
takl dvojicu stratégii, ktora sa sama pontka v tom zmysle, Ze jej jednostranné
porusenie vedie k poskodeniu hraca, ktory ju porusi. Matematicky mozeme
tento princip rozhodovania vyjadrit pomocou tzv. rovnovazneho bodu.

Definicia 2.9

Rovnovaznym bodom hry (2.50) nazyvame takQl dvojicu stratégii x,e X

a y,€ Y, ze pre vietky xe X a ye Y siéasne plati
M (%, o) Z M (X, ¥,)
M,(xo, Yo) Z My(X, V)

Stratégie x;, a y, nazyvame rovnovdine siratégie prvého a druhého hrada
a veli¢iny M, (x,, y,) a M,(x,, ¥,) nazyvame rovnovdzne platby prvého a druhého
hraca v hre (2.50).

Aplikujme definiciu 2.9 na bimaticovi hru (2.52).

Definicia 2.10

Rovnovaznym bodom bimaticovej hry (2.52) v &istych stratégiach nazyvame
taku dvojicu Cistych stratégii (i, j,) prvého a druhého hraca, Ze pre vietky i = 1,
2, ...,maj=1,2, ..., nsiucasne plati

a

b

> d.
ol = a'/o

Jolo z bifo

Ciste stratégie i, a j, nazyvame ¢isté rovnovazne stratégie prvého a druhého
hraca a veli¢iny
b

a .
Jolo

vlo”

nazyvame rovnovazne platby prvého a druhého hraca v bimaticovej hre.
Prakticky najdeme rovnovazny bod v distych stratégiach tak, Ze urcCime

dvojicu indexov (i, j,), pre ktora je prvok

iy
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maximalnym prvkom stipca j, matice A a prvok

bfo’b

je maximalnym prvkom stipca i, matice B.
Priklad 2.20

V bimaticovej hre z prikladu 2.19 je zrejme rovnovaznym bodom v Cistych
stratégiach dvojica indexov

(i, Joy = (1, )
pretoZe zodpovedajace prvky matic A a B
a,=—1, b, = -3
s maximalne prvky svojich stipcov. Je to jediny rovnovazny bod tejto hry.
' Priklad 2.21

Preskimajme bimaticovi hru s maticami platieb

S
-(13)

Presvedéime sa o tom, Ze tito hra nema rovnovazny bod v Cistych straté-

giach.

a) Pre dvojicu Cistych stratégii (i, j) = (1, 1) je sice ¢;; = 2 maximom prvého
stipca matice A, aviak zodpovedajuci prvok b,, = — | nie je maximom v prvom
stipci matice B.

b) Pre dvojicu Cistych stratégii (i, j) = (1, 2) nie je prvok a,; = — 1 maximom

v svojom stipci matice A, teda bez ohladu na to, &i b,, je, alebo nie je maximal-
nym prvkom svojho stipca, neméze byf tato dvojica Cistych stratégii rovnovaz-
nym bodom.

¢) Pre dvojicu Cistych stratégii (7, /) = (2, 1) nie je prvok a,, = —2 maximal-
nym prvkom svojho stipca v matici A.

d) Pre dvojicu Gistych stratégii (7, /) = (2, 2) je sice prvok a,, = 4 maximom
v svojom stipci, aviak prvok b,, = 1 nie je maximom svojho stipca.

Vidime teda, Ze ani jedna z dvojic istych stratégii nevyhovuje definicii
sedlového bodu.

Z prikladu 2.21 vyplyva, Ze existuju bimaticové hry, ktoré nemaji rovnovaz-
ne body v istych stratégiach. Preto, podobne ako v maticovej hre, ma zmysel
uvazovaf o pouzivani zmie$anych stratégii.
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Nech . .
S, = {erm, Yox=1,x2 0}

i=1

je mnoZina zmieSanych stratégii prvého hraca a

S, = {yeEn, Yy=Ly= 0}

i=1

je mnoZina zmieSanych stratégii druhého hric¢a v bimaticovej hre. Funkcie

E(x, y) = Z a;Xxi);

i=1
E\x, y) = Z bjiiji
=1

definované na kartezianskom sucine S, x S, nazyvame funkciami strednych
hodnét platieb prvého a druhého hraéa v bimaticovej hre.

Definicia 2.11

Rovnovaznym bodom bimaticovej hry v zmieSanych stratégiach nazyvame
takl dvojicu x%e S, a y®e S, zmieSanych stratégii prvého a druhého hraca, e
pre vietky xe S, a ye S, sufasne plati

E(x?, y9) z E(x, y9)

Ex(x©, yO) > Ex(xY, y)
Veli¢iny
v, = E/(x, vy
v = Ex(x, y©)

nazyvame rovnovazne stredné hodnoty platieb prvého a druhého hraca a straté-
gie x, y® nazgvame rovnovazne zmieSané stratégie prvého a druhého hraca
v bimaticovej hre.

Mozno dokazat, Ze kazda bimaticova hra mé aspofi jeden rovnovazny bod
v zmieSanych stratégiach.

Algoritmy na vypocet rovnovaznych bodov v bimaticovych hrach vychadza-
Ju z tedrie nelinearneho programovania. Opieraji sa o nasledujiice tvrdenie:

Veta 2.22

Nutna a postacujica podmienka na to, aby dvojica (x®, y?)e S, x S, bola
rovnovaznym bodom bimaticovej hry v zmieSanych stratégiach je existencia
¢isel u, a v, tak, Ze plati:
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Y ay” —u =0 (2.53)
j=1
Xf“”(i ay” — uo> =0 (2.54)
=1
i byx{” — vy £ 0 (2.55)
i=1
y.f‘”(i byx(” — vo> =0 . (2.56)
]
S a0 =1 (2.57)
=
"Z ¥ =1 (2.58)
j=1
| x© =0 (2.59)
y0z0 (2.60)

kdei=1,2,....maj=1,2, ..., n

Dokaz tejto vety a algoritmy vypoctu rovnovaznych bodov bimaticovych
hier v zmie$anych stratégiach pozri napr. v [39].

Ukazeme, ako hladaf rovnovaZzne body v zmie$anych stratégiach v najjedno-
duch$om pripade bimaticovych hier s maticami platieb typu 2 x 2. Nech

A= (a” a”) 2.61)
A, ay
b
B — <E; bZ) (2.62)
st matice platieb prvého a druhého hraga. Mozno ukazat, Ze ak plati
(by, — byy) (byy — by) >0 (2.63)
(ay — a;z) (ay—ay)>0 (2.64)

potom bimaticova hra s maticami platieb (2.61) az (2.62) ma rovnovazny bod
(x©, y®) v zmieSanych stratégiach. Rovnovaznu stratégiu prvého hraca

X0 = (x©, x)

71



ur¢ime podla vztahov

boy —

x](O) — 22 blz (265)
bll + b22 - b12 - bZl

xz(()) — bll —b21 (2,66)
bll + bZZ - bZl - blZ

Rovnovaznu stratégiu druhého hraca
vO = 0%, »)
ur¢ime podla vzfahov

PO — G — dn (2.67)
A+ Gy =y — 4y,

PO = dn = o (2.68)

an +ap—ay —ap,

Rovnovézne stredné hodnoty platieb prvého a druhého hraca urime podla
VZOTrcov
v, = Aoy — dypdy, (2.69)

Ay + ap —ay —ap,

v, = b22bll _b12b21
bll + b22 - b2l - b12

(2.70)

Priklad 2.22
Hra z prikladu 2.21 s maticami platieb

2 -1
a-(3 7
~1 3
°-(7 1)
nema Cisté rovnovazne stratégie.

Overime splnenie podmienok (2.63) aZ (2.64). Vidime, Ze

by —bp= 1-3=—2

by —by=—-1-2= -3
teda

(bzz - b12) (bn - b21) =6
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a podmienka (2.63) je splnena. Dalej plati

ap—ap,=4—(-1)=5

ay—ay =2—-(-2)=4
teda

(an — ap)(a;, — ay) =20

a podmienka (2.64) je splnena.
PodIa vztahov (2.65) aZ (2.66) uréime rovnovainu stratégiu prvého hracéa

x® — (2 §>
55

v, =

a podla vztahu (2.69)

Je rovnovézna stredna hodnota platieb prvého hraca.
PodIa vztahov (2.67) az (2.68) uréime rovnovaznu stratégiu druhého hraca
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7
5

a podla vztahu (2.70)
Uy, =
je rovnovazna strednd hodnota platieb druhého hraca.

Na zaver tohto odseku ilustrujme na prikladoch niektoré problémy suvisiace
s interpretaciou rovnovaznych bodov ako rieseni bimaticovej hry.

Priklad 2.23
Bimaticova hra s maticami platieb
1
3
0

N (-
1 -2 8
B = <0 4 2)
ma dva rovnovazne body v &istych stratégiach:
@7 ") = (1, 1)
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s rovnovaznymi platbami hracov
a,=2 a b,=1

(@, js") = (2, 2)
s rovnovaznymi platbami hracov

ap=3 a by=4

Vidime, Ze pre obidvoch hracov je vyhodne;jsi druhy rovnoyéinyf b'od.'PraVid-
lo rovnovazneho bodu poskytuje teda v danom pripade prijatelny navod na
spravanie hraov v bimaticovej hre.

Priklad 2.24

Preskiimajme bimaticovi hru s maticami platieb
2 -8
a-(1 53
-4 5
o- (2 )
Tato hra ma dva rovnovazne body v distych stratégiach:
@, g =, 1)

s rovnovaznymi platbami hracov
a, =2, b= —4

(@, i = 2,2
s rovnovaznymi platbami hracov
a, = —4, by, =06
V tejto hre prvy hra¢ zrejme uprednostni prvy rovnovazny l??d, zaFiaI c'fo
druhy hra¢ preferuje druhy rovnovazny bod. Ak vSak kazdy hrac zvoli svoju

&ista stratégiu z rovnovazneho bodu pre neho najvyhodnejsieho, dostaneme

vysledok
@", j& = (1, 2)
ktorému zodpovedaju platby hracov
a, = —8, by, = —8

teda najhor$i mozny vysledok hry.
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Z prikladov 2.23 a 2.24 vidime, Ze rovnovazny bod sice mdze v niektorych
pripadoch poskytniit optimalne rie§enie bimaticovej hry, v inych pripadoch je
vSak jeho pouZitie problematické. Pri analyze bimaticovych hier treba preto
zachovavat nalezit opatrnost.

2.2.3 Kooperativny pristup — jadro hry

Predpokladajme teraz, Ze v hre (2.50) mézu hradi uzatvarat zavizné dohody
o volbe stratégii a o pripadnom prerozdeleni spolo¢ne ziskanej vyhry. Taktto
hru nazyvame kooperativnou hrou dvoch hradov s prenosnymi platbami. V si-
vislosti s analyzou kooperativnej hry nas zaujima odpoved na nasledujtice tri
otazky:

a) Kedy md zmysel uzatvdrat dohodu?

b) O volbe akych stratégii sa hrdci dohodnii?

¢) Ako si hrdci rozdelia spolocne ziskanii vyhru?

Preskiimajme najprv otazku a)

Dohodu je zrejme ucelné uzatvorit vtedy, ak hradi spolupracou ziskaju viac
ako samostatnym postupom.

Samostatnym postupom si prvy hra¢ v hre (2.50) vzdy modze zabezpedit
platbu

v(1) = max min M,(x, y) 2.71)
xeX yeY

Druhy hrac si moze samostatnym postupom vizdy zabezpecit platbu

v(2) = max mig My(x, y) (2.72)

yeY xe

Na zaklade spoluprace mé6zu hradi spolocne ziskat

v(l, 2) = ma;( (M (x, y) + M,(x, y)) (2.73)

ye ¥
Uzatvorenie dohody o spolupraci medzi hra¢mi je zrejme udelné vtedy, ak
v(1, 2) > v(1) + v(2)
Hru (2.50) nazyvame podstatnou, ak plati
v(L,2) > v(1) + v(2)
a nepodstatnou, ak plati
u(1, 2) = v(1) + v(2)
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Z hladiska kooperativneho pristupu ma zmysel skiimat iba podstatné hry.

Odpovieme dalej na otazku b)

Zrejmé je, Zze v pripade dohody o spolupraci budi hraci volif také stratégie,
ktoré im zabezpedia spolo¢nt platbu v(1, 2), teda také stratégie x,e X a y,€ Y,
pre ktoré plati

M (X, ¥o) + My(X, ¥o) = v(1, 2)

Zostava nam eSte odpoved na otazku c)
Oznadme p,, resp. p, sumu, ktor(1 v sulade s dohodou dostane zo spolo¢nej
vyhry v (1, 2) prvy, resp. druhy hrac. Vektor

p = (p;, )

nazveme rozdelenim platieb v bimaticovej hre. Pre hracov su prijatelné iba take
rozdelenia, pre ktoré plati:

ptp=0(l,2)
P = v(1) (2.74)

P22 v(2)

Mno#zinu vietkych prijatelnych rozdeleni, uréenych sustavou (2.74), nazyva-
me jadrom kooperativnej hry dvoch hracov. Kazdé rozdelenie, ktoré patri do
jadra hry, ma tieto vlastnosti:

1. Hradi si rozdelia celd spolo¢na vyhru.

2. Kazdy z hradov pozaduje aspoii tolko, kolko by si zabezpecil samostat-
nym postupom bez spoluprace s druhym hracom.

V podstatnej hre dvoch hracov nie je jadro hry uréené jednoznacne (mnoZi-
nou vietkych rozdeleni z jadra hry je ise¢ka), treba teda eSte navrhnuf vyber
konkrétneho rozdelenia platieb z jadra. Tedria odporuca napr. tento princip
vyberu spravodlivého rozdelenia: Kazdy z hracov si ponecha tolko, kolko by
ziskal samostatnym postupom, a o zvySok sa hradi rozdelia rovnakym dielom.

Zhrnieme vysledky nasej analyzy.

Definicia 2.12

a) Optimalnymi stratégiami hra¢ov v podstatnej hre (2.50) nazyvame ich
stratégie x,€ X a y,€ Y, pre ktoré plati

u(1, 2) = M(Xo, ¥o) + Mo, Yo
b) Rozdelenie
P = (. 1)

nazyvamé optimalnym rozdelenim hracov v podstatnej hre (2.50), ak plati
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PO =o(1) + %[v(l, 2) — u(1) — ()]

PO = 0(2) + % [6(1, 2) — (1) — v(2)]

Uvedenu teoériu moZeme bezprostredne aplikovat na bimaticova hru (2.52).
V tomto pripade

v(1) = max min g;
i
v(2) = max min b,
J i '
v(1, 2) = max (a; + b;)
L X

Priklad 2.25

Preskimajme bimaticovit hru z prikladu 2.21 s maticami platieb

a=(2 )
==(2 )

Predpokladajme, Ze v tejto hre su pripustné zavizné dohody medzi hra¢mi.
Urcime

v(l) = —1
v(2)= 1
v(l,2)= 5

-Vidimef 7e hra Je podstatnd, spolupraca hra¢ov ma teda zmysel. Optimalny-
mi stratégiami prvého a druhého hraca v tejto hre su &isté stratégie

i0:29 ]022

ktoré zabezpe€uju spolocnu platbu v(1, 2). Kazdé prijatelné rozdelenie platieb
musi vyhovovat ststave

pt+p= 5
D = —1
= 1
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V stilade s definiciou 2.12 bude optimalnym rozdelenim platieb v skiimane;
hre

5 3

©) — 14+ ==

D )
5 7

0 1+3=-

P2 5 5

2.2.4 Rovnovazne body v bimaticovych hrach a Glohy
kvadratického programovania

Podobne, ako existuje tesna suvislos{ medzi maticovymi hrami a Glohami
linearneho programovania, mozno ukazat na vztahy medzi problémom vyhla-
dania rovnovaznych bodov v bimaticovych hrach a tlohami kvadratickeho
programovania.

S ciefom kompaktnosti dalsieho vykladu pouZijeme tento maticovy zapis
mnozin S,, a S, a funkcii E,, E, v bimaticovej hre s maticami platieb A a B:

S, ={xeR,, elx=1 x=0}
S,=1{veR,, ’y=1yz0;
E(x, y)=x" Ay
E(x, y)=y"Bx
kde e,,, resp. e, je m-rozmerny, resp. n-rozmerny stipcovy sti¢tovy vektor (t.j.
vektor, ktorého vietky zlozky st jednotkoveé).

S vyuzitim tejto symboliky mdZeme nutné a postacujice podmienky (2.53) aZ
(2.60) pre rovnovazne body v bimaticovej hre zapisat takto:

Ay—eu=s0 2.75)
xD(Ay — e,u)=0 (2.76)
Bx—euv=0 (2.77)
y'(Bx — e,v) =0 (2.78)
elx =1 (2.79)
e =y=1 (2.80)
x=0 (2.81)
yz0 (2.82)
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Ozna¢me
C C C
¢ ¢ c
C =
C C C

maticu typu m x n, kde ¢ je lubovolna konstanta. Preskiimame matice

F=C-A
G=C"-B
Polozme
p=c—1u
Fr=c—v

Sustavu (2.75) az (2.82) mdzeme upravif takto:

Fy—e,p=20

Gx—er=0

eNx =1

ely=1

xz0

yz0

xD(Fy —e,p) + y"(Gx—e,n =0

(2.83)
(2.84)
(2.85)
(2.86)
(2.87)
(2.88)
(2.89)

KonStantu ¢ mozno zvolif tak, aby vietky prvky matic F a G boli kladné.
Potom budua pre vietky rieSenia sustavy (2.83) aZ (2.89) kladné aj veliGiny
p a r. Vzhladom na to mézeme ststavu (2.83) az (2.89) upravif substiticiou

1 1
w=-x, q=-y
r p
Po dosadeni dostaneme

Fg=e, (2.90)
Cwz e, (2.91)
w=>0 (2.92)
g=20 (2.93)
w'(Fg—e,)+qg"(Gw-e)=0 (2.94)
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Mozno dokazat nasledujuce tvrdenie: Dvojica w'®, g je rieSenim sustavy
(2.90) az (2.94) prave vtedy, ak také vektory x©, y©® a také skalary u®, v, ze

0 0) (0
X0 = OO O = @0
U = c—pO® YO — O
kde
o 1 o__ 1
s
e w? e"q”

su rieSenim sustavy Kuhnovych—Tuckerovych podmienok (2.75) az (2.82).
Ak teda chceme najst rovnovazny bod bimaticovej hry s maticami platieb
A a B, musime n4jst jedno z rieSeni prislusnej sustavy (2.90) az (2.94) s kladnymi
maticami F a G.
M. MaNas v [42] ukazal, ze rieSenia sustavy (2.90) az (2.94) mozno hladat
ako optimalne rieSenia nasledujucej ilohy kvadratického programovania:
Minimalizovat

flg, w)y=w"(F+G")qg—el'w—e"q (2.95)
za podmienok
Gwz e, (2.96)
Fg=e, 2.97)
w0 (2.98)
qz0 (2.99)

Viimnime si, ze tlohy (2.95) az (2.99) nie st konvexnymi ilohami kvadratic-
kého programovania, z ¢oho vyplyvaju urcité fazkosti. RieSenie ﬁlf)h véalf
zjednodusi skutoénost, Ze pozname minimalnu hodnotu ucelove;j funkcie (ktora
sa rovna 0).

2.3 EKONOMICKE APLIKACIE KONECNYCH HIER
DVOCH HRACOV

Bezprostredné ekonomické aplikacie teorie maticovych hier podmiefiuje an-
tagonisticky charakter modelovanych konfliktnych situacii. Ekonomicke rozho-
dovacie situacie, ktoré mozno modelovat ako maticové hry, resp. ako vieobec-
nejsie hry dvoch hradov s konstantnym suétom, vznikaji tam, kde je ostra
konkurencia medzi ekonomickymi subjektmi, o je typické predovietkym pre
podmienky trhovej ekonomiky.
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Ovela vi¢si vyznam maji nepriame aplikacie vysledkov tedrie maticovych
hier v inych oblastiach optimalneho rozhodovania. Ide najméi o vyuZitie minma-
xového principu pri rieSeni problémov ekonomického rozhodovania za neurdi-
tosti, o pouZitie niektorych hernych principov pri hladani kompromisnych
rieSeni v tlohach viackriteridlnej optimalizacie a o pouZiti pristupov teorie
maticovych hier v dekompoziénych algoritmoch rieSenia $pecialnych uloh li-
nearneho programovania.

Dalej uvddzame dva priklady aplikacie teérie hier dvoch hracov. Prvy pri-
klad je typickou ilustraciou hernych modelov konkurenéného rozhodovania.

Priklad 2.26

Predpokladajme, ze dve konkurujice si firmy I a II uvazuji o umiestneni
podniku sluzieb (napr. hotela, predajne alebo autoservisu) pozdiz nejakej linie
(napr. dialnice). Obidve firmy maju prostriedky na vybudovanie jedného podni-
ku, pricom kazda firma méZe postavit podnik s prakticky postacujlicou kapaci-
tou (z hladiska dopytu po sluzbach, ktory modzZe v danej oblasti vzniknuf).
Predpokladajme dalej, Ze existuju §tyri vhodné miesta na zriadenie prisludnych
podnikov, ktoré oznadime ako A, B, C a D. Vzdialenosti medzi nimi a ich
polohu znazoriiuje obr. 2.1.

A B C D
0 20 60 100
Obr. 2.1

UkaZeme, akym sposobom si firmy v zavislosti od umiestnenia podniku
rozdelia thrnny dopyt. Predpokladame, Ze dopyt, ktory zodpoveda nejakému
seku linie, je proporcionélny jeho diZke. Objasnime princip rozdelenia kontro-
ly nad dopytom na konkrétnom priklade z obr. 2.1.

Ak firma I vstapi na trh v bode B a firma Il v bode C, firma I kontroluje 40 %
Ghrnného dopytu (vzdialenost AB a polovica vzdialenosti BC) a firma 1I kon-
troluje 60 % ahrnného dopytu (polovica vzdialenosti BC a vzdialenost CD). Ak
firmy lokalizuji svoje podniky v rovnakom bode, predpokladame, 7e na kazdu
z nich pripada polovica thrnného dopytu.

Problém optimalnej lokalizacie podniku sluZieb s ciefom maximalizovat
podiel na uhrnnom dopyte sformulujeme ako maticovit hru. Firmu I pokladame
za prvého hraca a firmu Il za druhého hraca. Kazda z firiem ma 4 &isté stratégie
— umiestnit podnik sluZieb v A, B, C alebo D. Platby uréime kontrolovanym
podielom tthrnného dopytu (v %).

Maticu platieb prvého hrada obsahuje tab. 2.5. .

Zrejmé je, Ze ide o hru s konstantnym suétom ¢ = 100.
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Tabulka 2.5
A B C D

50 10 30 50
90 50 40 60
70 60 50 80
50 40 20 50

TOw>»

Vidime, Ze hra s maticou platieb z tab. 2.5 ma sedlovy bod v Cistych straté-
giach
(io’ jo) = (3, 3)
a hodnotu
v =50

Pre obidve firmy je teda optimalne vybudovat podnik sluzieb v bode C. Kaz-
da firma ma potom istotu, 7e¢ bude kontrolovat 50 % z thrnného dopytu.
V Tubovolnom inom bode riskuje, ze bude kontrolovat menej ako 50 % tthrnné-
ho dopytu.

Druhym prikladom je aplikicia teoérie maticovych hier pri rieSeni linedrnej
ulohy viackriterialnej optimalizacie. Ulohu linearneho programovania s viace-
ryvmi uéelovymi funkciami mozno formulovat napr. takto:

Urdif kompromisné rie§enie, ktoré reSpektuje tendenciu maximalizovat ¢ li-
nearnych funkcii

00 =¢"x (2.100)

za podmienok
Ax<b (2.101)
xz=0 (2.102)

kde k=1,2, ...,

¢, — n-rozmerné stipcové vektory koeficientov ticelovych funkcii,

A — matica typu m X n,

b — m-rozmerny stipcovy vektor pravych stran sstavy ohranient,

x — n-rozmerny stipcovy vektor premennych.

Ugelové funkcie (2.100) st vo vieobecnom pripade konfliktné v tom zmysle,
7e neexistuje pripustné rie$enie, ktoré by maximalizovalo sucasne vietky funk-
cie. ZvySovanie hodnoty jednej z funkcii moze byt sprevadzané znizovanim
hodndt niektorych z ostatnych funkcii. Treba teda najst také pripustné rieSenie,
ktoré je v uréitom zmysle kompromisom medzi pripustnymi rieSeniami, ktoré
maximalizuju jednotlivé, izolovane skimané ucelové funkcie.

Teodria maticovych hier nam v niektorych pripadoch poskytuje navod na
,,yozumnu‘* definiciu kompromisnych rieeni, re$pektujucich viaceré ucelové
funkcie. Dalej uvadzame pristup, ktorého autorom je H. JUTTLER, pozri [35].
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Nech x* je optimalne rieSenie jednokriteridlnej tlohy linearneho programo-
vania
max {e{7x, Ax < b, x = 0} (2.103)

v ktorej je ucelovou funkciou k-ta funkcia z (2.100). Veli¢inu

Si(x®)

budeme dalej nazyvaf realizaciou k-tého ciela, alebo jednoducho k-tym cielom.
Budeme predpokladat, Ze pre vietky k =1, 2, ..., ¢ plati

Si(x®) #0
Zrejmé je, ze pre k # s plati

S(x®) = £, (x)

t.j. optimalne rieSenie Ulohy (2.103) z hladiska jednej Gcelovej funkcie nie je
spravidla jej optimalnym rieSenim z hladiska inej ugelovej funkcie.
Preskimame veli¢inu
g = Si(x® — £ (x¥)
Fi(x®)

ktorti nazveme normovanou odchylkou rieSenia x“ od ciela f,. Veli¢ina
&k - 100

udéava percentualnu odchylku hodnoty k-tej ucelovej funkcie v s-tom ciastko-
vom optimalnom rie§eni od optimalnej hodnoty k-tej Gicelovej funkcie. Zrejmé
je, 7 g, 2 0.

Analyzujme maticovll hru s maticou platieb

G = (g

kdek=1,2, .., 1t s=12,..., t Hru mdzeme interpretovat tak, ze prvy hrac
(nadriadeny organ) voli ciele f, a druhy hra¢ (ekonomicky subjekt, ktory sa
rozhoduje) voli rieSenia x,. Druhy hraé sa usiluje o to, aby maximélna normova-
na odchylka od jednotlivych cielov bola ¢o najniZsia.

Nech v je hodnota hry s maticou platieb G a vektor

q(O) = (q=0)a q2(0)’ T QI(O))

je optimalnou zmieSanou stratégiou druhého hraca v tejto hre. Ak v tlohach
(2.100) az (2.102) zvolime ako kompromisné rieSenie vektor
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i
X0 =y qOx® (2.104)

s=1

potom odchylka od ktoréhokolvek z cielov nebude vicsia ako v . 100 %, priom
tato odchylku nemozno vyberom inej kombinacie ¢iastkovych optimalnych
rieSeni znizit. Vektor x%, definovany vzfahom (2.104), moZeme teda povazovat
za prijateIné kompromisné rieSenie ulohy (2.100) az (2.102).

Prikiad 2.27
Preskimajme lohu linearneho programovania so sustavou ohraniceni
x +2x,56
—X+ =2
X, +x,54
X =0
X, 20
a maximaliza¢nymi cielovymi kritériami
Si¥) = 2x, + 3x,
£ =3x+ x

Ur¢ime optimalne rieSenie jednokriterialnych aloh linearneho programova-
nia (2.103), v ktorych st ucelovymi funkciami jednotlivé cielové kritéria f, a f,.
Pre kritérium f; dostaneme

xV=(2,2)
a pre kritérium f, dostaneme
x? = (4, 0)
Vypocitame
S =10, fi(x®) = 8
HxP) =8,  fH(xP)=12
ur¢ime dalej
1
gn =0, g = g
& = ! g2=0
21 3 3 22
84

Preskimame maticovil hru s maticou platieb

0

!
30

Optimalnou zmie$anou stratégiou druhého hraca v tejto hre je vektor
= (2.9)
8 8

U=

a hodnota hry
1
8

Podla (2.104) urime kompromisné rieSenie

3/2\ 5(4
0 __ =~ - =
x _8<2)+8(0>

Ak v sktimanej viackriterialnej optimaliza¢nej tlohe zvolime toto kompro-
misné rieSenie, potom percentualna odchylka hodnét cielovych kritérii od
jednotlivych cielov neprevysi veli¢inu

[y
W

Hlw -hl

v.100% = 12,5%
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3 NEKONECNE HRY DVOCH HRACOV

Tato kapitola je venovana nekoneénym hram dvoch hracov s konstantnym
sti¢tom platieb. Hry tohto typu nie st v si¢asnosti tak dobre rozpracované ako
konecné hry dvoch hracov, zaujimavé st viak z aplika¢ného hladiska. Aplikacie
nekoneénych hier sa vyuZivaju najmé vo vojenskej oblasti, ale aj v ekonomike
a v rozhodovacich situaciach v ¢ase. Analyza nekonednych hier zavisi od tvaru
funkcie platieb, preto pre ich rieSenie nemozno odvodif vieobecne platné zavery.

Najprv uvedieme zakladné pojmy o nekoneénych hrach dvoch hracov, nie-
ktoré definicie a vety. Dalej preskiimame existenciu rie§enia v takychto hrach,
ako aj problémy spojené s jeho najdenim v hrach s niektorymi typmi funkcii
platieb. V zavere uvedieme prehlad mozZnych aplikdcii tychto hier.

3.1 ZAKLADNE POJMY A DEFINICIE

Hry dvoch hracov, v ktorych mnozina stratégii aspofi jedného z nich je
nekonecnd, nazyvame nekoneéné hry. Takéto hry mdZeme zadal podobnym
sp6sobom ako kone¢né hry dvoch hracov, teda pomocou mnoZin stratégii
a funkcii platieb hracov.

S pripadmi, v ktorych hraci musia uskutoétiovat volby z nekoneénych mno-
Zin variantov (stratégii), sa stretdvame ¢asto v modeloch vojenskych, ekonomic-
kych a inych rozhodovacich situdcii. Pri analyze a hladani riesenia tychto
modelov vychddzame z poznatkov opisanych v predchadzajicej kapitole, pri-
Com uvedieme len hlavné rozdiely a problémy.

Uvedieme niekolko prikladov, ktoré reprezentujii modely nekone¢nych hier
dvoch hracov.

Priklad 3.1

Predpokladajme, Ze dve firmy, ktoré oznac¢ime A a B, stfazia o trhy v n roz-
licnych krajinach. Kazda firma investovala uz v minulosti uréita sumu pefazi
na propagaciu svojich vyrobkov, zavedenie servisu a pod. Okrem toho kazda
firma ma v sti€asnosti k dispozicii urdita sumu pefazi, ktora chce venovat na
dalSiu propagaciu svojich vyrobkov a rozvoj sluZieb.

Predpokladajme, Ze obidve firmy vynakladaji prostriedky na propagéciu
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a rozvoj sluzieb rovnako Ucelne, takze suhrnny objem objednavok v kaidf’:j
krajine sa medzi nimi rozdeli proporcionalne, podla investovanych sam peﬁam/.
Treba vypotitat, kolko z celkovej sumy pefiazi uréenej na propagiciu ma kazda
firma dodat k vynalozenym prostriedkom, aby maximalizovala suhrnny objem
objednavok.

Zostavime matematicky model uvedeného problému. Oznadime jednotlivé
krajiny indexom i = 1, 2, ..., n. Nech

s; je thrnny objem objednavok v i-tej krajine v pefiaZznom vyjadreni,

a; a b, st prostriedky vynaloZené v minulosti firmami A a B v i-tej krajine,

a, resp. b je celkova suma na nové investicie a propagaciu, ktorou disponuje
firma A, resp. firma B,

x; a y, s novovynaloZené prostriedky firiem A a B v i-tej krajine.

Firma A (prvy hra¢) ma potom mnozinu stratégii

Xz{er,,, Y x;=a,x20,i=1,2, ...,n}

i=1

a firma B (druhy hra¢) ma mnozinu stratégii

Y = {yeE,,, Y yi=b,y20,i=12, .., n}

i=1

Podla uvedenych predpokladov ziska firma A v i-tej krajine objem objedna-
vok
(x; +a)s
x;+y.+a+b

Suhrnny objem objednavok, ziskanych firmou A vo vetkych krajinach bude

. (x; + a)s;
Mx, y)= ) ——————
iS1x;+yita+ b
Podobne sthrnny objem objednavok ziskanych firmou B vo vietkych kraji-
nach bude

¢ it b)s;
My(x, y) = Y, ————"——
= x,+yi+a+b

Predpokladajme, Ze pre vSetky i =1, 2, ..., n plati
a+b>0

t.j. vo vietkych krajinach firmy investovali uZ v minulosti. Dostali sme modgl
hry dvoch hracov. Zrejmé je, Ze ide o nekone¢nu hru, pretoze mnoZiny strategil
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hraCov X a Y sl nekoneéné, t.j. existuje nekonecne vela spdsobov rozdelenia
‘prostriedkov na propagaciu.

Priklad 3.2

Pocas veltrhu vystavovatel chee predat uréity vyrobok, o ktory maji zaujem
dvaja zdkaznici (prvy a druhy hra¢). Kazdy z nich vo vhodnom &ase mdze
predloZit ndvrh na kipu vyrobku. Ak sa kupa neuskutoéni, tak zakaznik
nemoze svoju ponuku opakovat. Ku koncu veltrhu je vystavovatel ochotnejsi
svoj vyrobok predaf, pretoZe nadej na vyhodnej$iu ponuku klesa. Pre zakazni-
kov vznika otdzka, kedy treba predlozif ponuku, aby nadej na kiipu vyrobku
bola ¢o najvicSia. Zrejmé je, ze akanie s ponukou zvySuje zdujem predaf
vyrobok, sucasne viak zvySuje riziko, Ze druhy zakaznik ho kipi skor.

Nech ¢as trvania veltrhu je jednotkovy. Ochotu vystavovatela charakterizuje
rastica funkcia Py(x), definovana na intervale <0, 1), ktora udava pravdepo-
dobnost kupy prvého zakaznika, ak urobi ponuku v ¢ase x. Podobne nech P, ()
Je rastuca funkcia na intervale <0, 1), ktora udava pravdepodobnost, ze druhy
zakaznik kipi vyrobok, ak urobi ponuku v Sase y (za predpokladu, Ze sa
vyrobok uz predtym nepredal). Okrem toho nech P(1) = P(1) =1 (t.j. ak
ponuka pride ku koncu veltrhu, vyrobok sa urdite preda).

Ak zékaznik ziska vyrobok, jeho platba bude 1 a platba druhého zakaznika
bude —1. Dalej predpokladajme, Ze ak jeden zo zdkaznikov kupuje vyrobok
skor nez druhy a vystavovatel jeho ponuku odmietne, druhy zakaznik sa to
dozvie a pocka s ponukou az do konca veltrhu, ked urdite ziska vyrobok.

MnozZiny stratégii hra¢ov budh

X ={x:xe{0, 1D}
Y={y:ye0, 1)}

Funkcie platieb urc¢ime takto: Ak prvy hraé predlozi ponuku skér ako druhy
hrac (x < y), tak ziska platbu 1 s pravdepodobnostou 1 — P,(x). Stredna hod-
nota jeho platby bude

P(x) + (=D = P(x)) = 2P (x) — 1

Ak predlozi ponuku skor druhy hraé (y < x), potom stredna hodnota jeho
platby bude ~

(=D RO+ 11 = By) =1-2Pyp)

Za predpokladu, Ze ponuku predkladaji sticasne obidvaja hradi (x = y),
strednd hodnota platby bude

%(Pl(x) + (1 = Px) P(x) — % (Pox) — Pi(x)) Po(x) = P(x) — Pyx)
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Priklad 3.3

Nekonecna hra dvoch hracov s nulovym suétom platieb je dana takto.
Mnoziny strategii prvého a druhého hraca st mnozZiny celych kladnych ¢&isel. Po
uskutocneni volby i-tej stratégie prvym hraom a j-tej stratégie druhym hradom
(volba i-t¢ho a j-tého celého &isla) zaplati druhy hrag prvému hra¢ovi sumu ay,
ktord je dana niektorou funkciou platieb.

Mézeme uviest mnoho prikladov, ktorych rieSenie vyzaduje pouzit modely
nekoneCnych hier. Napriklad je zrejmé, Ze rozpoet 3tatu (oblasti) mozno
rozdelit nekoneéne velkym mnozZstvom spdsobov. Podobne tovar méze maf
nekonecne vela cien alebo rozmerov. Vo vojenskej vede mozno niektoré situacie
modelovat ako hry typu siiboj. V takych situacidch ide o rozhodovanie v &ase.
Okrem toho aj v pripade, ked treba volit z koneénych, ale z velkych mnoZin
strategii, je niekedy vyhodné pouzit na ich analyzu metdédy nekonecnych hier.

UkdaZeme, aké problémy by mohli vzniknuf, keby sme chceli definovat nie-
ktoré zakladné pojmy pre nekoneéné hry dvoch hracov priamym rozsirenim
pojmov znamych z kone¢nych hier. Zmie$anou stratégiou prvého hrada v hre
z prikladu 3.3 nazveme postupnost (x,, x,, ...), ktora vyhovuje podmienkam

x;=1 x, =20 i=12,...

i

Podobne zmieSanou stratégiou druhého hrada nazveme postupnost (y,,
V2, .-.), ktora vyhovuje podmienkam

Ak prvy hra¢ pouZiva zmieSant stratégiu x a jeho protivnik pouziva zmiesa-
nu stratégiu y, funkciu platieb moZeme zapisat ako

oo 0
M(x, y) = Zl Zl X4y
i=1j=
kde a; je platba prvému hracovi, ak voli i-tu stratégiu a protivnik voli j-tu
stratégiu.

Na rozdiel od kone¢nych hier dvoch hraov sa moze staf, Ze tato funkcia
platieb nemusi byt definovana pre vSetky x a y, pretoze tento rad nemusi
konvergovat, a uz vobec nie absoliitne. MoZno uviest priklad, ked funkcia
platieb bude divergentnd. Okrem toho mozZe nastat pripad, ked sumy

[ee) w0 e ¢} €D

2o Xy a Yy 2 Viax;

i=1j=1 j=li=1
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existuju, ale st rézne. Taktiez mnoziny zmieSanych stratégii nemusia byt kom-
paktné,' a preto maximum a minimum tychto veli¢in neexistuje. Tieto faZkosti
sa este vyraznejsie prejavuji pri zavadzani zmieSanych stratégii na vieobecnejsie
nekonecéné hry.

Nebudeme sktimaf nekonedné hry dvoch hracov vieobecne, ale ststredime
pozornost iba na $pecilne triedy takychto hier. Jedna z nich reprezentuje
nekoneéné hry dvoch hraov, v ktorych kazdy hra¢ ma iba jeden fah a ma
kontinuum? &istych stratégii. Tieto stratégie mdZeme vSeobecne predstavit ako
body uzavretého intervalu <0, 1. Cisté stratégia je potom nicktoré realne ¢islo
z tohto intervalu.

Definicia 3.1

Nekonednu hru, v ktorej prvy hra¢ ma moznost volif stratégiu x z intervalu
<0, 1) a druhy hraé stratégiu y z toho istého intervalu, pricom funkcia platieb
je realna funkcia M(x, y) definovana na mnozine <0, 1) x <0, 1), nazyvame
hrou na jednotkovom §tvorci.

Zrejmé je, Ze ak hradi volia zmieSané stratégie y a x, prvy hrac ziska sumu
M(x, y) a druhy hraé ziska sumu ¢ — M(x, y) (ak je to hra s konStantnym
suc¢tom platieb).

Nekoneéné hry dvoch hradov boli prvy raz skiimané v [47]. Teoria nekonec-
nych hier bola dalej rozvinuta v [16, 36 a 51].

Ukéazeme optimalny spdsob hrania v nekone¢nych hrach dvoch hracov
podobnym spdsobom ako pre koneéné hry dvoch hracov. Najprv preskimame
volby é&istych stratégii hraov. Predpokladajme, Ze spojita funkcia platieb M (x,
y) ma minimum podla premennej y pre kazdé x a maximum podla premenne;j
x pre kazdé y. Teda existuje veliCina

min max M(x, y)
¥y x

Potom prvy hra¢ ma zarucené, Ze v najhorSom pripade ziska
min M(x, y)
y
Prvy hra¢ viak méze volif svoju stratégiu Tubovolnym spdsobom, a teda
' Mnozina X « M (z metrického priestoru M) sa nazyva kompaktna, ak kazda postupnost
{x} 4, x;€ X obsahuje konvergentnli podpostupnost.

? Nekoneéna mnoZina, ktora je ekvivalentna mnoZine vietkych realnych ¢isel z intervalu <0, 1),
sa nazyva kontinuum.
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i tak, aby tato veli¢ina bola ¢o najvicsia. Inymi slovami, mo6ze hrat tak, Ze ma
zaruCené ziskanie aspon

max min M(x, y)
X y

Podobne moézeme dokazat, Ze druhy hra¢ moéze hrat tak, ze v najhorSom
pripade neprehra viac ako

min max M(x, y)
¥ X

Ako sme ukazali v predchadzajucej kapitole, medzi tymito veliinami plati
vztah

max min M(x, y) < min max M(x, y)
x ¥y ¥ X

V pripade rovnosti tychto veli¢in, t.j. ak

max min M(x, y) = min max M(x, y) = M(x,, y,)
x v ¥ X

funkcia M(x, y) ma sedlovy bod v bode (x,, y,)-
Pretoze stratégie x, a y, vyhovuji nerovniciam

M(Xs J’o) é M(x07 yO) é M(XO, y)

pre vSetky x a y, stratégiu x, nazyvame Cistou optimalnou stratégiou prvého
hraca a stratégiu y, Cistou optimalnou stratégiou druhého hraca. Teda, ak
funkcia platieb ma sedlovy bod, existuje rieSenie nekonecnej hry v Cistych
stratégiach.

Priklad 3.4

Majme hru, v ktorej prvy hrac voli Cislo xe€ <0, 1) a druhy hrac¢ nezavisle od
volby protivnika voli éislo y € <0, 1. Po uskutoc¢neni volieb zaplati druhy hra¢
prvému sumu

M(x, y)=2x* -y’

Mobzeme sa lahko presveddit, Ze tato funkcia ma sedlovy bod v bode (1, 1).
Preto Cistou optimalnou stratégiou prvého hraca bude volba x =1 a distou
optimalnou stratégiou druhého hraca bude volba y = 1. Tieto stratégie zabez-
pecia, Ze platba prvého hraca nebude nizsia ako 1 a Ze druhy hrac neprehra viac
ako 1 (hodnotu hry).

Teraz sformulujeme pojem zmieSanej stratégie v nekoneénych hrach dvoch
hracov. Ako sme uZ ukéazali, priame rozsirenie tohto pojmu z konecnych hier na
nekoneéné nie je mozné.
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Zrejmé je, Ze aj pre nekonetné hry dvoch hracov zmieSané stratégie hraca
predstavuju stéasne niektoré pravdepodobnostné rozdelenie na mnoZine jeho
distych stratégii, aviak tato mnoZina je nekonecna. Z tohto déovodu nemozno
urdif zmie$anu stratégiu pravidlom, ktoré pripisuje isti pravdepodobnost kaz-
dému prvku tejto mnoziny. Pripomenieme si nasledujuci pojem z matematickej
Statistiky.

Definicia 3.2

Nech a je ndhodna premennd a x je lTubovolné redlne ¢islo. Potom pravdepo-
dobnost, 7e a < x predstavuje neklesajicu, sprava spojitu funkciu premenne;j x,
ktora sa nazyva distribuéna funkcia F(x) veli¢iny a

F(x)=P(x = x)

Definicia 3.3

Zmiesanou stratégiou prvého hraca v nekoneénej hre na jednotkovom $tvorci
rozumieme nahodny proces volby niektorého ¢isla a (0 < a = 1), ktoré neprevy-
$uje dané &islo x e 0, 1). Taka stratégia potom predstavuje distribu¢ni funkciu
uvedentt v predchadzajucej definicii.

Funkcia F(x) je pravdepodobnost, Ze {islo volené pomocou nahodného
procesu F nebude prevySovat Cislo x. Pre dalsie iivahy a teoretické uzavery je
vhodné doplnit predchadzajice definicie o pripad, ak x = 0. Predpokladame, Ze
F(0) = 0, t.]. F(0) je pravdepodobnost, Ze volené ¢islo bude mensie ako 0, a nie
nanajvys rovnajuce sa 0.

Mozno lahko dokézat, Ze ak x, a x, su také dve Cisla z intervalu <0, 1), Ze
0 < x, < x, £ 1, potom plati

F(xy) — F(x)) = P(x; <a £ x)
o je pravdepodobnost, Ze zvolené &islo a je z intervalu x; < a < x,. Rovnako
F(x)) —F0)=PO0=a=x)

je pravdepodobnost, Ze zvolené ¢islo a bude z intervalu <0, x,).

Takuto distribuéni funkciu nazyvame kumulativnou. Jej vlastnosti mdzeme
zhrnut do tychto bodov

1. Fx) 2 0,pre 0 <x =1

2. F(0)=0.

3. F()=1.

4. F je neklesajica funkcia premennej x, teda ak x, <x, potom aj
F(x)) = F(xy).
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5. F je sprava spojita funkcia vo vietkych bodoch otvoreného intervalu
(0, 1), teda
liné F(x + &) = F(x)

Toto tvrdenie vyplyva zo vztahu
Fx—¢e)—Fx)=P{x<a<sx+¢&

Inymi slovami, pre lubovolné zadané &islo @ moZno najst také &islo £ > 0,
aby sa splnila nerovnost v zatvorke. Pravdepodobnost, 7e a vyhovuje tejto
nerovnosti, sa blizi nule, ked sa ¢ bliZi nule. :

Zrejmé je, ze existuje vela distribunych funkcii s takymito vlastnostami.
Mnozinu vSetkych distribu¢nych funkcii ozna¢ime D.

Najjednoduchsim prikladom distribu¢nej funkcie je funkcia F(x) = x. Dalej
moZno dokazat, Ze hoci distribu¢na funkcia je spojita sprava, v niektorych
bodoch méZe byt aj nespojita. Prikladom takejto funkcie je napriklad funkcia

1 1
F(x)=-x, re x < —
2 P 3

1 1
F(x)=-(1+ x), re x = —
2 ) P 3

Tato funkcia je nespojitd v bode x = l
3

Inym prikladom distribu¢nej funkcie tohto typu je stupfiovita funkcia, ktort
mozno definovaf takto. Majme takli postupnost bodov intervalu

X <X <. <X,

Ze distribu¢na funkcia F je nespojita v kazdom z tychto bodov a je konitantna
vo vietkych inych bodoch. Triedu takych stupiiovitych funkcii s # stupfiami
oznacime ako D,. Potom je zrejmé, Ze prvky D, maju jeden stupefi a na ich
urcenie staci uviest jeden bod nespojitosti. Nech I, je prvok mnozZiny D, s bodom
nespojitosti x = a. Potom I, pre a # 0 vyhovuje podmienkam

I,(x) =0,
L(x)=1,

pre x <a

pre x > a
Napriklad funkcia 7, vyhovuje podmienkam
I0)=0
I(x) =1, pre x > 0.
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Jednoducho mozno dokazaf, 7e ak E, F, ..., F, je n distribu¢nych funkcii,
potom aj ich lubovolna konvexna kombindcia je distribuc¢na funkcia, teda

F(x) = ¢,F(x) + (%) + ... + ¢, F(x)

kde ¢; =2 0,prei=1, 2, ..., n, a ich sucet je rovny 1.

Poznamenavame, Ze podobnym spdsobom, akym sme definovali zmieSani
stratégiu prvého hraca, mozno definovat aj zmieSanu stratégiu druhého hraca.
Dalej preskiimame pojem strednej hodnoty platby.

Mame nekone¢nit hru dvoch hracov na jednotkovom S§tvorci s funkciou
platieb M(x, y). Ak druhy hrac¢ voli svoju &istl stratégiu y, a prvy hrac voli
stratégiu x, platba prvého hra¢a bude

H(x) = M(x, yo)

Predpokladajme, e prvy hrag voli &islo x podla distribuénej funkcie F. Uloha
spoéiva v urceni strednej hodnoty jeho platby. Zrejmé je, Ze stredna hodnota
platby sa neda vycislit ako suma stéinov H(x) F(x), kde F(x) je pravdepodob-
nost, ze bude zvolené ¢&islo x. Na najdenie strednej hodnoty platby mozno pouZit
nasledujici postup: Interval <0, 1) rozdelime na niekolko subintervalov
a strednt hodnotu najdeme ako sudet strednych hodnét vycislenych pre kazdy
interval. Rozdelme interval <0, 1> bodmi 0 =x,<x;<x,<..<Xx,=1.
Potom strednti hodnotu platby prvého hraca mézeme priblizne vypocitat ako

S H(z) [F(x) — Fo )]

i=1
kde z;e < x;_,, x;, > pre | < i < n. Ak st splnené ur¢ité predpoklady na funkciu

H arozdiely x; — x, _, sa blizia nule s rastom n, méZeme ju vypocitat s akoukol-
vek presnostou.

Definicia 3.4

Nech 4 oznacuje rozdelenie intervalu {a, ) bodmi x,, x|, X, ..., X,, pricom

a=xp<x<..<Xx,=b
a nech
A" = max (x;,— Xx;_,)

15isn

Potom, ak existuje

lim Y Hyz)Fx) — Fxi )
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kde x;,_, =z, = x,, i=1, ..., n, a nezavisi od volby z;, tato limita sa nazyva
Stieltjesov integral' funkcie G podla F od a do b a oznaluje sa

Jh G(x)dF(x)

Z predchadzajiceho vysvetlenia vyplyva, Ze presnd hodnota strednej platby
prvého hraca v nekonecnej hre dvoch hracov na jednotkovom §tvorci bude dana
Stieltjiesovym integralom funkcie G podla F od 0 do 1. Ak druhy hra¢ pouziva
distu stratégiu y a prvy hrad uskutoc¢nuje volbu v stlade s distribuénou funkciou
F (pouziva zmieSantu stratégiu F), stredna hodnota platby bude

1

B ) = | Mx, ) 4R
0
Ak prvy hra¢ pouziva Cistd stratégiu x a druhy hrac¢ uskutocéiiuje volbu

v sulade s niektorou distribu¢nou funkciou G (pouZiva zmie$anu stratégiu G),
stredna hodnota platby bude

E(x, G) = J 1 M(x, y)dG(y)

Nakoniec, ak prvy hra¢ pouziva zmie$an stratégiu F a druhy hrac pouziva
zmiesanu stratégiu G, strednd hodnota platby bude

E(F, G) = f ‘ f 1M(x, ) dF(x) dG(y) -~ (3.

za predpokladu, ze v8etky tieto integraly existuju, Ak existujii, potom plati aj
(pozri napr. [46])

E(F, G) = J

0

1 1

E(F, y)dG(y) = f E(x, G)dF(x)

0

Dalej preskimame moznosti existencie optimalnych zmieSanych stratégii
v nekoneénych hrach na jednotkovom §tvorci. Nech M(x, y) je funkcia platieb
a prvy hraé voli stratégiu xe {0, 1> a druhy hra¢ stratégiu ye <0, 1> pomocou
zodpovedajucich distribuénych funkcii F(x) a G(y). Stredna hodnota platby je
urend vyrazom (3.1).

! Stieltjesov integral nemusi vzdy existovaf. Napriklad neexistuje, ak G a F st nespojité v jednom
bode. Mozno vSak dokazat, ze ak funkcia G je spojita na intervale {a, b) a F je neklesajuca, tento
integral existuje. Vlastnosti tohto integralu, ako aj ich podobnosti s Riemanovym integralom s
podrobnejsie opisané napr. v [46].
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OznaCme
v, = sup inf E(F, p) 3.2)
F oy

Uy = ilclf sup E(x, G) 3.3)

Vznikaju otazky, ¢i v, = v, a éi mozno zamenit sup inf za max min a inf sup
za min max. Ak je odpoved na obidve otazky kladna, tak existuju optimalne
zmieSané stratégie hraov (podobne ako v kone¢nej hre dvoch hracov). Ak viak
plati len v, = v,, moézeme dokdzaf, Ze hra sice ma hodnotu hry, ale nema
optimalne zmie$ané stratégie.’

Predpokladajme, Ze existuju aj veliCiny

max min E(F, G) = v, B34
F G

min max E(F, G) = v, (3.5)
G F

Potom existuje taka distribu¢na funkcia F, pre prvého hraca, pri ktorej, ak
uskutocni voIbu v stilade s touto funkciou, v najhorSom pripade ziska platbu v,.
Analogicky existuje taka distribu¢na funkcia G, pre druhého hraca, ze ak tento
hrac voli svoje stratégie podla nej, zabrani, aby prvy hra¢ ziskal viac ako v,.

Vseobecne plati, ze v, < v,. Preto, aby v, = v, = v, je nevyhnutné a postacu-
juce (ako sme ukazali pre koneéné hry dvoch hracov), aby funkcia E(F, G) mala
sedlovy bod. Teda rovnost plati, ak existuju také distribuc¢né funkcie F a G, Ze

E(F, Gy) = E(F, G,) £ E(F, G) (3.6)

Definicia 3.5

Optiméalnou zmie$anou stratégiou prvého hraca v nekonecnej hre na jednot-
kovom §tvorci nazyvame distribu¢nii funkciu £, a optimalnou zmie$anou straté-
giou druhého hraca nazyvame distribuéni funkciu G,, ak vyhovuji nerovniciam
(3.6).

Definicia 3.6

RieSenim nekone¢nej hry dvoch hracov na jednotkovom $tvorci nazveme
trojicu (F, G,, v), kde F, je optimalna zmieSana stratégia prvého hraca, G, je
optimalna zmie$ana stratégia druhého hraca a v = E(F, G,) je hodnota hry.

" Mozno dokazaf, 7e v tomto pripade existuju g-optimalne stratégie, t.j. pre dané &islo £ > 0
existuji také zmieSané stratégie Fa G, ze E(F, y) > v — ga E(x, G) < v + gprelubovolné x, ye [0, 1]
(pozri napriklad [50]).

9

Preskimajme teraz otazku existencie riefenia v nekone¢nych hrach dvoch
hracov. Pre kone¢né hry dvoch hracov (maticové) z vety o minmaxe vyplyvalo,
Ze kazda taka hra ma rieSenie v zmieSanych stratégiach. Taktto vieobecna vetu
vSak nemozno sformulovat pre nekoneéné hry dvoch hradov. Pre niektoré
Specidlne funkcie platieb viak rieSenie existuje aj v nekonecnych hrich.

Existencia rieSenia pre nekoneéni hru na jednotkovom $tvorci so spojitou
funkciou platieb vyplyva z nasledujucej vety.

Veta 3.1

Nech je dand nekone¢na hra dvoch hra€ov na jednotkovom $tvorci so
spojitou funkciou platieb M(x, y). Potom sup inf a inf sup vo vyrazoch (3.2)
a (3.3) mdzZeme zamenit za max min a min max. Okrem toho veliciny

max min J‘ fl M(x, yydF(x)dG(p)
F G 0 Jo

mGin max jl fl M(x, y)dF(x) dG(y)
Fodo Jo ‘

existuju a rovnaju sa.

Dokaz tejto vety je uvedeny napriklad v [46]. Z vety vyplyva, Ze rieSenie
nekoneénych hier dvoch hra¢ov na jednotkovom $tvorci existuje pre dostatoéne
velky pocet funkcii platieb. Hlavny problém je viak v najdeni optimalneho
rieSenia. Zatial nie st zname vieobecné metédy pre najdenie rieSenia v nekoned-
nych hrach, aj ked je zname, %e dana hra m4 rieSenie. V stdasnosti sa preto
vyskum teorie nekonednych hier zameriava na rozvoj analytickych met6d na
najdenie ich rieSenia. V tomto smere sa uZ dosiahol urcity pokrok. Problémy
rieSenia nekone¢nych hier preskiimame v nasledujicom odseku.

Podobne ako pre koneéné hry aj pre nekoneéné hry dvoch hra¢ov mozeme
sformulovat niektoré vlastnosti optimalnych stratégii, ktoré mozno vyuzif pri
hladani rieSenia tychto hier alebo pri preverovani optimalnosti daného riesenia.
Tieto vlastnosti mézeme sformulovat ako nasledujiice vety (dékazy st uvedené
napriklad v [46]).

Veta 3.2

Nech M(x, y) je spojita funkcia platieb v nekoneénej hre dvoch hracov.
Potom distribu¢né funkcie £ a G, st optimalnymi stratégiami prvého a druhého
hraca vtedy a len vtedy, ked pre Iubovolné y€<0, 1> a lubovolné xe<0, 0>
platia vztahy

1 1

v < J M(x, yydF(x) a f M(x, p)dGy(y) v
0 0

kde v je hodnota hry.
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Veta 3.3

Nech M(x, y) je spojita funkcia platieb nekonecnej hry dvoch hracov na
jednotkovom S$tvorci, v je hodnota tejto hry a F, a G, sO optimalne stratégie
hracov. Oznacime

Hix) = f M(x, ) dGy)

Ky() = J; M(x, y) dFyx)
Potom
max Ho(x) = min K(y)y=v

Inymi slovami, pre kazdého hraca existuje aspon jedna taka Cista stratégia,
ktorej pouzitie proti optimalnej stratégii protivnika dava hodnotu hry.

Veta 3.4

Nech M(x, y) je spojita funkcia platieb nekone¢nej hry dvoch hracov na
jednotkovom §tvorci a v je hodnota hry. Nech Ky(y) a Hy(x) oznacuji rovnake
veli¢iny ako vo vete 3.3. Ak

Hy(x) <v, potom Pla=x}=0

Ko(yo) > v, potom Pla =y, =0

Okrem toho lubovolna Gista stratégia, ktora vchadza do optimalnej zmieSa-
nej stratégie hrada, dava najmenej hodnotu hry, ak ju hra¢ pouzije proti opti-
malnej stratégii protivnika. Teda, ak

P{a=x,} >0, potom Hyx)="v

Na nasiedujucich prikladoch objasnime, ako mdzeme uvedené vlastnosti
optimalnych stratégii pouzit pri overovani optimalnosti rieSenia v nekoneénych
- hrach dvoch hréacov.

Priklad 3.5
Mame hru na jednotkovom $tvorci s funkciou platieb
M(x, y) = (x — p)’

Dokazeme, Ze optimalna stratégia prvého hraca spociva vo volbe x =0
a x = 1 s rovnakou pravdepodobnostou a optimalna stratégia druhého hraca

< 1 .
spociva vo volbe y = —. To znamena, ze
2
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ST

F) =S H0 + 210 8 G) = 10)

Potom moézeme zapisaf

1 2
maxf M(x, y)dGy(y) = max M(x, l) = max (x — l) = 1
x Jo x 2 x 2 4

min J M(x, ) dE(x) = min B M, y) + % M, y)} -
¥ 0 y

T, 1
=min| = y* + - (1 — 2}:
[2y 2( y)

Podla vety 3.3 plati rovnica

1
4

1 !
maxj M(x, y)dGyy) = minf M(x, y)dFR(x) = i
X 0 y 0

Teda G, a F, urcujt optimalne stratégie hraovav = i hodnotu hry. Stredna

hodnota platby bude

_ [ B 1)
Hy(x) = L M(x, ) dGy(y) = (x _ Z)

Ky() = f M. )AE®) = 117 + (1 = ]

max Hyx) = Hy(0) = Hy(1) = i

min Ky(y) = K, <§> = i

Potom plati

1
Ho(x)<z, pre véetky x#0,1 a Ko(y)>él? y;él
2

¢o sme mali dokéazat.

Priklad 3.6

Nech funkcia platieb v nekoneénej hre dvoch hrag¢ov na jednotkovom §tvorci
je dana takto:
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M(x, y) =y —x|(1 = |y — x|)

Dokazeme, Ze optimalne stratégie hradov su distribuéné funkcie Fy(x) = x
a Gy(y) = y. Mozeme zapisaf

Hyx) = f M(x, ) dEQ) = f b — xI(1 =y — x)dy =

X y=1
=j (rmx 2y —y— )y + | —yi+

r=0 y=x

+2xy——x——x2)dy=é

Ki(y) = f M(x, ) dE(x) = j = w0~y = xhdx =1

Vidime teda, Ze strednd hodnota platby je rovnaka pre obidvoch hracov.
Preto F(x) = x a G(y) = y st optimalne zmie$ané stratégie a v = é je hodnota

hry.

Poznamename, Ze okrem vety 3.1 su z literatliry zname iné vety o minmaxe
pre nekonecné hry dvoch hracov. Napriklad je dokdzané veta o minmaxe pre
bilinearnu funkciu platieb, pre kvazi konkavno-konvexnt funkciu platieb, pre
konkavno-konvexné funkcie platieb a iné. Tieto vety o minmaxe pre nekonecné
hry st uvedené napriklad v [50].

3.2 METODY RIESENIA NEKONECNYCH HIER

Ako sme uZ uviedli, na rieSenie nekone¢nych hier dvoch hracov neexistuje
nijaka univerzdlna metoda. Zname je, Ze rieSenie nekoneénej hry nemusi vobec
existovat. V literature boli metody rieSenia nekone&nych hier navrhnuté len pre
hry s niektorymi Specidlnymi typmi funkcii platieb (konvexné, konkavno-
-konvexné, separovatelné a pod.). Preskimame preto hry s funkciami platieb
tohto typu.

Najprv si pripomenieme, Ze realnu funkciu fnazyvame konvexnou v intervale
(a, b), ak pre Tubovolné ¢islo 4, 0 < 4 < 1 a Tubovolni dvojicu &isel y,, y, plati
nerovnica

S+ A =Dyl = M)+ 0 —-Df)
166

Ak pre A # 0, 1, pricom y, # y,, tito nerovnica sa spifia ako ostra, potom
funkciu f nazyvame rydzo konvexnou.'

Podobne mozZeme definovat aj konvexnu funkciu #» premennych. Okrem toho
z diferencidlneho poctu je zname, Ze diferencovatelna funkcia f je konvexna
vtedy a len vtedy, ked matica zostavena z druhych derivacii

(622}@)

je nezaporne definitna. Ak je tato matica kladne definitna?, potom f je rydzo
konvexna.

Predpokladajme, Ze funkcia platieb M(x, y) je rydzo konvexna funkcia
premenne;j y pre Tubovolné x a ma druht derivaciu podla y. Potom pre fubovol-
nu distribu¢na funkciu F je funkcia

KG) =f M(x, y) dF(x)

tieZ rydzo konvexna. Toto je zrejmé, pretoze ak M ma druhu derivaciu podla
y, mozno lahko dokazat, Zze

azK(y)
dy?

>0

Veta 3.5

Nech f je rydzo konvexna funkcia na uzavretom intervale. Potom tato
funkcia dosahuje minimalnu hodnotu presne v jednom bode tohto intervalu.

Dokaz

PretoZe f je spojita funkcia, dosahuje svoju minimalnu hodnotu aspofi v jed-
nom bode uzavret¢ho intervalu. Ak predpokladame, ¢ dosahuje minimum
v dvoch roznych bodoch a, b, musi platit

@O\ 1 s = s L o
f< . )< ~1@+ 216 = 2@ + (@) = @

Co protire¢i predpokladu o tom, Ze'v bode a sa dosahuje minimum.

' Geometricky moZno konvexni funkciu interpretovat tak, Ze jej graf neprechadza vysiie ako je
usecka priamky spajajica jej ITubovolné dva body. Graf rydzo konvexnej funkcie prechadza niZzsie
od tejto usecky.

? Matica A sa nazyva kladne definitna ak x” Ax > 0, pre vietky nenulové xe E, . A je nezaporne
definitna, ak x7Ax > 0.
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Veta 3.6

Nech M(x, y) je funkcia platieb nekoneénej hry na jednotkovom §tvorci,
ktora je spojita podla dvoch premennych a rydzo konvexna podfa y pre lubo-
volné x. Potom existuje jedina optimalna strtégia pre druhého hraca. Inymi
slovami, existuje také ¢islo ae (0, 1), Ze jedind optimalna stratégia druhého
hraca je stupnovita funkcia 7,.

Doékaz tejto vety mozno najst napr. v [46].

Ak upustime od podmienok rydzej konvexnosti, aj potom plati vi&ina
predchadzajucich tvrdeni (pozri napr. [50]). V pripade vSeobecnej konvexnej
funkcie platieb optimalne stratégie hraov nebudil jednoznaéné.

Priklad 3.7

Mame nekone¢nt hru dvoch hracov s funkciou platieb

M(x, y) = (x — y)
Kedze
OM(x, y)
oy?

2
tato funkcia je konvexna podla y pre lubovolné x. Hodnota hry
v = min max (x — y)* = min max [y?, (1 — )] = %

., . . L 1 T -
Optimalna stratégia druhého hrada je y, = 5’ pretoze minimalizuje veli¢inu

max [y%, (1 — y)]

Optimalna stratégia prvého hraca je taka zmieSana stratégia, e

2
M (x, l) =p alebo (x, — l) = 1
2 2 4

Z toho vyplyva, Ze x =0 a 1. Pre urenie A a 1 — A rie§ime rovnicu
’ 1 ’ 1
AM (O, 5) +(1-HYM (1, 5) =0

Riesenim najdeme A = 1/2. Preto optimélnd stratégia prvého hraca je dana
distribu¢nou funkciou
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Preskimame dalej konkavno-konvexné hry.

Definicia 3.7

Hra na jednotkovom §tvorci sa nazyva konkavno-konvexna, ak jej funkcia
platieb M(x, y) je konkavna podla x pre lubovolné y a konvexna podla y pre
Iubovolné x.

Veta 3.7
Nech je dana konkavno-konvexna hra dvoch hracov so spojitou funkciou
platieb M(x, y). Takd hra ma rieSenie v Cistych stratégiach.
Dékaz

Podla vety 3.1 tato hra ma optimalne stratégie. Nech F je optimalna zmieSa-
na stratégia prvého hraca a G je optimalna zmieSana stratégia druhého hraca.
Oznacime

1 1
xo:f xdF(x) a yozj ydG(y)
0 0

PretoZe predpokladame konkavnost funkcie M, pre zadané j existuje také
¢islo A, ze funkcia .

kS

D,(x) = M(x, y) — Ax

dosahuje maximalnu hodnotu v bode x,. Potom mo6zeme zapisat

EF, y)= L] (D,(x) + Ax)dF(x)

alebo
1

l D,(x)dF(x) + 4 J xdF(x)

0

E(F, y) = J

0

Ked7e funkcia D, dosahuje maximalnu hodnotu v bode x; (pri fixovanom y},
prvy integral v poslednom vyraze neprevysuje D, (x,). Preto

E(Fs y) é D_V(XO) + }VXO = M(x07 Y)

Z toho vyplyva, Ze x, je aspon taka dobra stratégia ako F, proti y. Podobne
moZeme ukazaf, Ze y, je prinajmenej taka dobra stratégia ako G proti lubovol-
nému x. Preto x, a y, su Cisté optimalne stratégie.
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Poznamendvame, Ze v dokaze sme pouzili zmieSané stratégie. Za predpokla-
du rydzej konvexnosti a konkavnosti mozno vetu 3.7 dokazat len pomocou
Cistych stratégii (pozri napr. [50]).

Priklad 3.8
Mame nekonefnu hru dvoch hracov s funkciou platieb
M(x, y)= —2x*+y*+3xy — x — 2y
Potom
IMEy) _ _, . PMxy)
ox? dy?

Preto hra je konkavno-konvexna. Ak derivujeme

OMx, y) _ —d4x+3y—1
Ox
a vysledok prirovname nule, dostavame
.= 3y—1
4

Tato hodnota premennej x bude maximalizovat funkciu M. AvSak maximum
v jednotkovom intervale nemusi vzdy existovat. Hodnota x bude zdporna, ak

y < l V takom pripade sa maximum dosahuje pre x = 0. Teda
3

0 ak y <

W | -

Fly) = 31

1
ak y = ~
d 3

Podobne ak derivujeme M(x, y) podla y a prirovname nule, dostaneme

2 —3x akxég

G(x) = 5
0 ak x > =
3

Preto lahko ndjdeme optimélne stratégie hracov a hodnotu hry

4 11 13
X, = — = — T e
Y =1 17
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Medzi najjednoduchsie hry na jednotkovom Stvorci, pre ktoré st zname
metody rieSenia, patria polynomické hry. Tieto su podrobnejsie opisané napri-
klad v [46)].

Definicia 3.8

Nech je dana hra dvoch hracov na jednotkovom §tvorci. Ak funkcia platieb
ma tvar o
M(x, y) =3, 3 ayri(x)s;(») (3.7

i=lj=1

kde funkcie r; a s; st spojité, hra sa nazyva polynomicka alebo separovateln4.
Ak skimame strednt hodnotu platby, mézeme kazd(i zmiesant stratégiu
F prvého hraca v takej hre vyjadrit m momentmi

i
;= f r(x)dF(x), i=1,2,...,m
0
a zmieSant stratégiu druhého hrada momentmi

1
sjf 5,0 dG(y), ji=12,....n

0

Teda zmie$ané stratégie hradov moZeme vyjadrit parametrami. ZmieSana
stratégia prvého hraca bude vektor r= (r,, 3 ..., F,) @ zmieSana stratégia

druhého hraca bude vektor s = (s,, s,, ..., s,). Strednd hodnota platby potom
bude

E(r, )= 3 Y ayrs

i=1j=1

Poznamendvame, e ak funkcia M je polynomicka, mozeme ju zapisat v tvare
(3.7) viacerymi spésobmi. Metody rieSenia polynomickych hier, ktoré mozno
pouZit aj na rieSenie maticovych hier, su podrobnejsie opisané v [46] a [50].

Pri hladani Ciselnych metéd rieenia nekonecnych hier dvoch hradov sa
niektori autori snazili pouzif aj metody, ktoré sa berne pouzivaji pri rieSeni
kone¢nych hier dvoch hradov. Tato mySlienku vyuzil aj DANSKIN v [14], ktory
zovSeobecnil znamu pribliznii Brownovu metddu na riefenie maticovych hier na
rieSenie nekoneénych hier dvoch hragov so spojitou funkciou platieb. Tato
metoda sa zaklada na principe fiktivnych hier a pomocou nej mozno ziskat
priblizné optimalne stratégie hracov a pribliznti hodnotu hry.

Nakoniec RUEFLI v [52] navrhuje riesit niektoré triedy nekoneénych hier
pomocou metod matematického programovania. Ukazuje sa, e pre také hry
mozno zapisaf ekvivalentné ulohy matematického programovania, ktoré sa
dajl riesif znamymi metédami.
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Ako sme uZ uviedli, na rieSenie nekone¢nych hier dvoch hracov neexistuje
nijaka univerzalna metdda. Preto aj vyskum v tejto oblasti sa sustreduje na
rieSenie hier s konkrétnymi funkciami platieb, ktoré vznikaju v aplikaciach
tychto hier.

3.3 APLIKACIE NEKONECNYCH HIER DVOCH HRACOV

Najrozsiahlej$imi aplikaciami nekone¢nych hier dvoch hracov st aplikacie
vojenského typu. Sposobené to je okrem iného aj tym, Ze tieto hry s antagonis-
tické a vojenské situacie mozno najlepsie modelovat ako nekonec¢né hry dvoch
hracov.

Rozsiahlu triedu nekoneénych hier dvoch hracov predstavuju aj hry s volbou
¢asového momentu (na¢asovania). V hrach takéhoto typu ide o néjdenie vhodné-
ho okamihu pre akciu v danom ¢asovom intervale, priom vysledny efekt akcie
zavisi od toho, aky &asovy moment volil pre svoju akciu protivnik. V literatare
je opisanych viac druhov takychto hier, ktoré sa odliSuju v jednotlivych predpo-
kladoch a interpretaciach. Vo vidSine tychto hier sa predpoklada, Ze kazdy
z hra¢ov mdZe uskutocnif svoju akciu len raz. Okrem toho je dolezité aj poradie,
v akom hrad¢i uskutoéiiuju svoje akcie. Funkciu platieb takejto hry mdZeme
vSeobecne zapisaf takto:

K(x, y) ak x <y
M(x, y) =< f(x)
L(x, y) ak x>y

akx=y

kde K je spojita funkcia definovand na mnozine 0 S x <y = 1,
L — spojita funkcia definovana na mnozine 0 Sy < x =1,
f — spojitd funkcia na intervale <0, 1).

Této funkcia platieb nadobiida konkrétny tvar v modeloch vojenskych situa-
cit a akcii, ktoré sa daji skiimat ako nekone¢né hry dvoch hracov — suboje.
Z nich najznamejsie st hluény a nehluény suboj. Tieto dva typy modelov méZu
mat vela rozli¢énych foriem. V nich moZno brat do avahy predpoklady na zmenu
niektorych parametrov, ako napr. pravdepodobnosti zasahu pre hracov, poctu
nabojov, ktoré maji hradi k dispozicii. Okrem toho su zname aj modely, ktoré
kombinuja hluény a nehluény stiboj s réznym stupiiom informécie pre hracov.

Pomocou hier tohto typu, teda sabojov, mozno modelovat rozmanité vojen-
ské situdcie, ktoré sa vyskytujii v modernej vojne, napr. protivzdu$nu obranu,
vzduiné stiboje lietadiel. Tieto modely sit podrobnejiie opisané v [S1, 57 a 16].

Modely nekoneénych hier sa aplikovali aj pri rieSeni zloZitejsich vojenskych
situacii. Jedna loha je napriklad najst optimalne stratégie na vyuZitie vzdus-
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nych a raketovych sil, ktoré plnia rdzne tlohy v boji, ako je uder proti nepriatel-
skym zikladniam, protivzdu$na obrana, podpora pozemnych vojsk a pod.
Modely tohto typu su podrobnejsie opisané v [51].

Okrem vojenskych aplikacii st zname z literatiry aj pokusy o ekonomické
aplikacie nekonecnych hier dvoch hracov. Tieto modely sa vyuzivaju pri skiima-
ni niektorych teoretickych problémov trhovej rovnovahy, konkurenénych vzta-
hov, problémov reklamy a pod. Prehlad takych aplikacii je uvedeny v [43 a 66].

Niektoré moznosti ekonomickych aplikacii nekonecnych hier dvoch hracov
sme naznadili v prikladoch 3.1 a 3.2." Z nich vyplyva, Z¢ modely nekonecnych
hier sa daja vyuzif aj pri rieSeni niektorych ekonomickych problémov. Ide
predovsetkym o modely, ktoré zahfiiaju volbu rieSenia v ¢ase, modely urcenia
optimalnych rozmerov vyrobku, ako aj modely, pomocou ktorych mozno
sktimat niektoré teoretické otazky rozvoja ekonomiky. Niektoré tieto aplikacie
uz boli publikované v literatire (pozri napr. [8]). AvSak doslednejSie vyuzitie
modelov nekonecnych hier na rieSenie $pecifickych ekonomickych problémov
vyzaduje podstatne rozsirif vyskum v tejto oblasti.

' Z poznatkov tejto kapitoly Iahko zistime, Ze optimalne stratégie hracov v hre z prikladu 3.2 si
Xo=Yo =12, kde z je rieSenim rovnice Py(x) + Py(x) = 1. Teda zakaznici budli postupovat optimal-
nym spdsobom, ak predloZia navrh na kapu vyrobku v polovici veltrhu stdasne.
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4 HRY n HRACOV

Hry dvoch hracov, ktoré modeluju konfliktné rozhodovacie situacie s dvoma
racionalnymi ucastnikmi a protikladnymi zaujmami (napr. maticové hry), resp.
s neprotikladnymi zdujmami (napr. bimaticové hry), modelujit iba mali Cast
konfliktnych situacii vznikajhcich v realnom zivote. Aparat a principy analyzy
zloZitejSich konfliktnych rozhodovacich situacii s va¢§im poctom ucastnikov
a s komplikovanej$ou $truktirou vztahov poskytuje vieobecna tedria hier
n hracov.

V tejto kapitole sa zaoberame modelovanim konfliktnych rozhodovacich
situacii s va¢s§im pocétom ucastnikov pomocou tzv. hry » hracov v normalnom
tvare. Dalej uvadzame dva zakladné pristupy k hram »n hracov — tzv. nekoope-
rativnu teériu, ktora vychadza z predpokladu, Ze nie st pripustné dohody medzi
hra¢mi, a kooperativnu teoriu, ktora pripasta spolupracu hrac¢ov a dohody
o volbe stratégii a rozdelovani spolo¢nym postupom ziskanych platieb.

4.1 KONECNA HRA n» HRACOV V NORMALNOM TVARE

V prvej kapitole sme zaviedli pojem hry v normalnom tvare ako matematicky
model konfliktnej rozhodovacej situacie s va¢§im poétom racionalnych Gdéastni-
kov a so skalarnym ohodnotenim vysledkov.

Definicia 4.1
Hrou » hracov v normalnom tvare nazyvame model

[P=1{1,2, ...0; Xy, Xo, ..., X,s My, My, ..., M,]

kde P je mnozina hracov,
X, X5, ..., X, — mnoZiny stratégii hracov,
M, M,, ..., M, — skalarne funkcie platieb hracov, definované na mnozi-

ne vysledkov.

X=1]%,
p=1

Ak st vSetky mnoZiny stratégii X, konecné, tak hovorime o kone¢nej hre
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n hracov v normalnom tvare. Prislusny model z definicie 4.1 mdZeme v tomto
pripade upravit.
Usporiadame prvky mnoZin X,. Nech mnozina X, obsahuje m, prvkov.
KaZdej stratégii x,e X, priradime jedno prirodzené ¢islo
=12 ..,m,

Namiesto mnoZiny stratégii X, potom skiimame mnozinu indexov

Jy=A{1, oy jps -

Preskiimame mnoZinu vsetkych prvkov

. P,

(]17 "'7‘]p7 ]>]p+l: --ﬂ]n)
kartezianskeho sucinu

JixooxJ,  xJ, % xJ,

t. j. mnozinu vsetkych stiborov stratégii protihracov p-t€ho hréaca, ktorad obsa-
huje

Ly =My X XM, XM, XX,

prvkov. Usporiadame ich pomocou prirodzenych ¢isel k, = 1,2, ..., 7,. Namies-
to mnoziny stiiborov stratégii protihra¢ov p-tého hra¢a moézeme skiimaf mnozi-
nu indexov

K,={1, .., k, ...t}

P.

Kazdy vysledok hry
Gis ooy =12 dps Jp 15 o Ji)
mozeme teraz zapisaf ako dvojicu
(p» k)

kde j, je stratégia volend p-tym hradom,
k, — prislusny subor stratégii, ktoré volili ostatni hragi.
Platbu p-tého hraca zodpovedajicu tomuto vysledku mozeme zapisat ako

Mp(jl’ “'5jp9 ---:jn) = Mp(jp’ kp) = Q;/‘f)

Poznamenavame, Ze v zaujme zjednodusSenia pomerne zloZitej symboliky
budeme ¢asto (v pripadoch, ked je vyznam jednotlivych symbolov zrejmy zo
suvislosti) uptstat od uplného zapisu viacstupfiovych indexov. Napriklad na-
miesto zapisu

»)
al
Jpkp
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platby p-tého hraca pri vysledku (j,, k,) jednoducho piSeme
ay
a automaticky predpokladime, 7e j = j, a k = k.

V uvedenej symbolike méZeme vSetky hodnoty funkcie platieb M, zapisaf
v tvare

A? = (a’)

kde A® je matica typu m, x t,. Riadky tejto matice zodpovedaju stratégiam
p-tého hrada, stipce zodpovedaju usporiadanym suborom stratégii ostatnych
hrac¢ov. Maticu A® nazyvame maticou platieb p-tého hraca.

Definicia 4.2

Konetnou hrou n hra¢ov v normalnom tvare nazyvame model

P={1,2,..,nJ, Iy ..., J,
Kl’ KZ’ [ERE) Kna A(”, A(Z)’ caey A(n) (41)

kde P je mnozina hracov,

J, — usporiadana kone¢na mnoZina stratégii p-tého hraca,
K, — usporiadana kone¢na mnozina siiborov statégii protivnikov p-tého
hraca,

AP — matica platieb p-tého hraca.

Priklad 4.1

Preskimame nasledujiicu hru: Kazdy z troch hragov dostane po dve karty;
prvy hrac ¢ervenu pitku a ¢iernu pitku, druhy hraé éerveni trojku a &ernu
patku, treti hrd¢ cervenit pitku a Ciernu trojku. Hradi poznaju karty protivni-
kov. Na pokyn rozhodcu voli kazdy z hradov (bez toho, aby sa dohovaral
s ostatnymi hra¢mi) jednu zo svojich kariet. Ak st vietky tri zvolené karty
rovnakej farby, tak hra sa skon¢i nerozhodne (nikto nikomu ni¢ neplati). Ak st
karty roznej farby, plati hra¢ s odlisnou farbou hradom s rovnakou farbou sumy
rovnajuce sa hodnotam kariet, ktoré volili.

Zostavime prislu$ny matematicky model. Kazdy z hra¢ov ma dve stratégie:

Prvy hrag Ji =1 volif ervent 5

Ji =2 wvolit ¢iernu 5

Druhy hrd¢  j, =1 volif ervent 3

: J»=2 volit ¢iernu 5
Treti hrac Jj3 =1 volif erventd 5
J3 =2 volit ¢iernu 3
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Usporiadané mnoziny stratégii hracov si:

Jl = {1’ 2}
Jr=1{1,2}
Jy={1, 2}

Prvky mnoziny K, st indexy vSetkych dvojic (j,, j,) stratégii druhého a tretie-
ho hraéa, prvky mnoziny K, st indexy vsetkych dvojic (j, j;) stratégii prvého
a treticho hrada, prvky K; st indexy vietkych dvojic (j;, j,) stratégii prvého
a druhého hrac¢a. Usporiadanie prvkov mnozin K, K, a K; uvadzame v tab. 4.1.

Tabulka 4.1
K, K, K
ky Jas J3 k, Jis I ks Jv Ja
1 1, 1 1 1,1 1 1, 1
2 1,2 2 1, 2 2 1, 2
3 2,1 3 2,1 3 2,1
4 2,2 4 2,2 4 2,2

~

Na zaklade uvedenych mnozin indexov méZeme zapisatf matice platieb jed-
notlivych hracov:

Z uvedenych matic platieb lahko urc¢ime platby hracov, ktoré zodpovedaju
Tubovolnému vysledku hry. Napriklad vysledku

(jla j2> ]3) = (1, 2, 1)

(t.j. prvy hra¢ voli gerventl 5, druhy hrac voli ¢iernu 5 a treti hrac voli Cerve-
nu 5) zodpovedaju platby

a= 5 pre prvého hraca
al) = —10 pre druhého hraca
ad= 5 pre tretieho hrada

(t.j. druhy hrag zaplati prvému a tretiemu hragovi po pift pefiaznych jednotiek).
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Z pravidiel hry je zrejmé, Ze ide o koneénu hru troch hracov s konstantnym
suctom platieb.

Tabulka 4.2
Ji Jo J M, M, M,
I, 1,1 0 0 0
1,1, 2 5 3 —8
1, 2, 1 5 —10 5
1, 2,2 -8 5 3
2,1, 1 -8 3 5
2, 1,2 5 -8 3
2, 2,1 5 5 —10
2,2,2 0 0 0

V tab. 4.2 uvidzame eSte jeden variantny sposob zapisu skumanej hry. Tato
tabulka vlastne zadava diskrétne funkcie platieb jednotlivych hracov. V prvom
stipci sa zapisuju vysledky hry (t.j. jednotlivé trojice stratégii hracov), dalsie
stipce obsahuju platby hracov zodpovedajiice tymto vysledkom.

Pre koneéné hry n hra¢ov v normalnom tvare zovSeobecnime teraz niektoré
pojmy, ktoré sme zaviedli v druhej kapitole v stvislosti s analyzou koneénych
hier dvoch hracov.

Prvky j,eJ, dalej nazyvame Cisté stratégie p-tého hrdca v hre (4.1). Podobne
ako v maticovej, resp. bimaticovej hre aj v hre (4.1) ma Casto zmysel uvazovat
o volbe &istych stratégii pomocou vhodnych nahodnych mechanizmov podla
vopred stanoveného pravdepodobnostného rozdelenia, t.j. o pouZiti zmieSanej
stratégie.

Definicia 4.3

Nech J, = {1, 2, ..., m,} je mnozina Cistych stratégii p-t¢ho hraca v hre (4.1).
ZmieSanou stratégiou p-tého hraca nazyvame m,-rozmerny vektor

VO = 00, s s 2

YyP=1 yPz0

jE]P

taky, Ze

kde peP, jeJ,.

Zlozka y{” vektora y* udava pravdepodobnost, s ktorou ndhodny mecha-
nizmus voli istl stratégiu je J, p-tého hraca. MnoZinou vSetkych zmieSanych
stratégii p-tého hraca je jednotkovy simplex

Sy, = {y"”eEmp, Ly=1yz 0}

jer

v m,-rozmernom euklidovskom priestore E,, .
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Ak hraci pouzivajil nahodné mechanizmy a zmieSané stratégie, st volby ich
c¢istych stratégii nezavislé nahodné javy. Nech hradi pouzivaju subor zmiesanych
stratégii

y=00, y?, ..., ym

kde y% je zmie$ana stratégia p-tého hrada, p e P, potom pravdepodobnost toho,
ze vysledkom hry bude subor Cistych stratégii

jla j27 ceey jn
sa rovna sucinu

Q)

@ ()
Vil Xy X ><yj:

a veli¢ina

5 My s i3 o3
Jn

7t
udava strednu hodnotu platby p-tého hréca.

Definicia 4.4

Funkciu

EY = E,0" s y) = T X MG cenn BV o

iy In

definovanu na karteziAnskom sucine
S =8, X8, X ... X8,

kde Sm,, je mnozina zmieSanych stratégii p-tého hracda, nazyvame funkciou
strednej hodnoty platby p-tého hrada v konecnej hre n hracov.

Oznaéme
e =0.,1..0

m,-rozmerny jednotkovy vektor s jednotkou na j,-tom mieste (ostatné zloZky sa
nulové). Zrejmé je, Ze ak p-ty hrac voli jednotkovi zmieSanu stratégiu

yU =g,

prislusny nahodny mechanizmus voli vZdy Cista stratégiu j,. Jednotkove zmiesa-
né stratégie su krajnymi bodmi konvexného polyédra zmieSanych stratégii Smp.
Ak vSetci hradi volia jednotkové zmieSané stratégie, stredné hodnoty ich platieb
sa rovnaju hodnotam prislusnych funkcii platieb, t.j.

El"(efl’ sery ejn) = Mp(jh ”"j’l)
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V konecnej hre n hracov v normalnom tvare (4.1), modelovanej pomocou
matic platieb jednotlivych hracov, m6zeme stredni hodnotu platby hraca vy-
jadrit aj takto:

Oznacime

(M — (M =1 i+ )
z) Yi XXy m DXy E Dyt

kde sfibor Cistych stratégii

U]» "'sjp— ]!jp+13 ""jn)
je k,-tym prvkom mnoZiny K,. Potom vektor
) —
Z2V = (zP, 2 ., z,(:))
Je nejakym pravdepodobnostnym rozdelenim na mnozine K, a

E(y)=E(y?, 2”) =5 Y apy»z?

jed, Kek,
Priklad 4.2

Nech v hre z prikladu 4.1 volia hradi zmieSané stratégie
pr- (L)
2 2
v =(53)
4 4

y? =0, 1)
potom

teda

Stredna hodnota platby prvého hrada pri danych zmieSanych stratégiach
bude

0
1
(L 1/ 0 5 5 —8\{4 7
50 =(33)(8 55 o) o) a
3
4
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Poznamka 4.1

Realna konfliktna rozhodovacia situdcia spravidla nie je jednorazovym aktom vyberu variantov,

elementarnych rozhodnuti jednotlivych ¢astnikov, prijimanych v ur¢itom poradi. Vysledok mé6zu
pritom ovplyvnit aj nahodné faktory. Ak pripustime dynamicky charakter konfliktnych rozhodova-
cich situacii, ma zmysel uvaZzovaf aj o stupni informovanosti jednotlivych hraov o priebehu
prislusného rozhodovacieho procesu. Uvedené Cinitele zohladiiuje model, ktory nazyvame hrou
v rozvinutom tvare. Kedze kazda hru v rozvinutom tvare mozZeme formalne upravit na hru v normal-
nom tvare, obmedzime sa dalej iba na hry v normalnom tvare. Podrobny opis kone¢nych hier
n hracov v rozvinutom tvare mozno najst napr. v [33].

4.2 NEKOOPERATIVNE HRY n HRACOV

V tejto stati sa zaoberame hrami n hracov v normalnom tvare, v ktorych nie
st pripustné zavizné dohody medzi hra¢mi o volbe stratégii. V takychto hrach,
nazyvanych nekooperativne hry, postupuje kazdy hra¢ samostatne a voli svoje
stratégie tak, aby si zabezpecil ¢o moZno najvyssiu platbu bez toho, aby svoje
rozhodovanie podriadoval postupu v ramci nejakej skupiny hracov.

Ukéazeme, aku platbu si méZe kazdy hra¢ v nekooperativnej hre zabezpecit
bez ohladu na spravanie ostatnych hracov. V tejto sivislosti zavedieme pojem
garancnej platby a garanénej stratégie. Dalej zovieobecnime pojem rovnovazne-
ho bodu (znamy uz zo state 2.2 o bimaticovych hrach), ktory je vychodiskom
pri tivahich o optimélnom rozhodovani hracov v nekooperativnej hre.

4.2.1 Zakladné pojmy o nekooperativnych hrach

Budeme skiimaf hry n hra¢ov v normalnom tvare (pozri definiciu 4.1), t.j.
model
[P = !1, 2, ey l’l}, Xl’ Xz, ey XNa M1> M29 °e Mn] (42)

V pripade, Ze hra (4.2) je kone¢n4, budeme skiimat model (4.1) z definicie 4.2.

V stati 4.1 sme zaviedli pojem zmieSanej stratégie a strednej hodnoty platieb
p-tého hrada v hre (4.1). Poznamenajme, Ze predpoklad o pouzivani zmieSanych
stratégii v kone¢nej hre n hracov je vlastne ekvivalentny zimene povodnej hry
(4.1) nejakou inou, nekone¢nou hrou, ktort mozno vo vztahu k pévodnej hre
prijatelnym spdsobom interpretovat. Tto nekone¢nu hru nazyvame zmieSané
rozsirenie prislu$nej kone¢nej hry. Ak teda dalej hovorime o zmieSanom rozsire-
ni koneénej hry n hra¢ov v normalnom tvare, mame na zreteli model

[P={1,2, ., 0} Sps Sps coes S 3 By By ooy B} 43)

kde P je mnoZina hracov,
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S,,, — mnoZina zmieSanych stratégii p-tého hraca,
E, — funkcia strednej hodnoty platby p-tého hrada.

Hru (4.1), resp. (4.2) a (4.3) nazyvame nekooperativnou, ak hra& nechca,
alebo nemézu uzatvarat zavizné dohody o volbe stratégii. Zatial o hry dvoch
hracov s konStantnym siiétom st nekooperativne uz svojou podstatou, pretoze
ich antagonisticky charakter vylucuje akukolvek spolupracu medzi racionalny-
mi hrad¢mi, v ostatnych hrach (&i uz v hrach dvoch hradov s nekonstantnym
suc¢tom, alebo v hrach n hracov kde n > 2) nevyplyva ich nekooperativny alebo
kooperativny charakter priamo z prislusnych modelov. Otizka moznosti alebo
zdkazu spoluprace sa v nich riesi pre kazdy pripad osobitne v zavislosti od
konkrétneho charakteru modelovanej rozhodovacej situécie. V niektorych pri-
padoch méze zakaz dohéd vyplyvat zo zakona, v inych pripadoch z neexistencie
mechanizmu, ktory by vynitil splnenie uzatvorenych zaviznych dohod (nie su
k dispozicii sankcie proti hra¢om, ktori dohodu porusia, ak sa im naskytne
moznost vyhodnejsieho postupu), alebo z technickej nemoZnosti uzatvaraf
dohody (hraci sa musia rozhodovat v &ase, ktory nestaéi na vymenu informacii
a konzulticiu o spolo¢nom postupe).

Pojem optimélneho rozhodovania v nekooperativnej hre patri vo vieobec-
nom pripade medzi problematické. Minimalnou intuitivne prijatelnou pozia-
davkou na ,,rozumné* vysledky nekooperativnej hry je vlastnost rovnovdznosti,
ktori mozeme vSeobecne formulovat takto: Rovnovaznym nazveme taky stav,
v ktorom ma urcity systém za danych podmienok tendenciu zotrvavat. Nie
kazdy vysledok nekooperativnej hry s touto viastnostou mozno povazovat za jej
optimalne rieSenie. Vysledok, ktory nema vlastnost rovnovaznosti, ako optimal-
ne rieSenie v nekooperativnej hre neobstoji, pretoZe je v rozpore s predpokladom
o racionalite hracov. Za vyhovujuci vysledok, na ktorom sa mézu racionalni
hraci zhodnut bez toho, aby museli vopred uzatvérat §pecialne dohody, mozno
totiz povazovat iba taky siibor stratégii, ktory sa sim vynucuje tym, Ze pripadné
usilie o jeho jednostrannii zmenu vedie automaticky k poskodeniu hraga, ktory
sa o tiito zmenu pokisi.

4.2.2 Garanéné platby a stratégie

Skér ako prejdeme k analyze hry (4.2), zavedme si nasledujlice oznadenia:
Nech
W, = H Xi
k#p

Je karteziansky sudin mnozin stratégii

X, . X, X

P pHls cees

X,

n

hracov 1, ..., p — 1, p + 1, ..., n, ktorych nazyvame protihra¢mi p-tého hraca.
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Mnozina W, je mnozinou vietkych siiborov stratégii
Wp = (Xl’ LRRE] xp~ I xp+ |EEREEE] xn)
protihracov p-tého hrac¢a. Funkciu platieb p-tého hraca
Mp(x) = Mp(xl, (A Xp—]a xpa xp+ [ERRRRE] xn)
moéZeme potom zapisaf v tvare
M,(x) = M,(x,, w,)
kde xe X, x,€X,a w,eW,.

Dolezitou charakteristikou hry (4.2) je platba, ktort si mdZe kazdy hrac¢
zabezpecit samostatnym postupom bez ohladu na postup protihra¢ov. Inymi
slovami, zaujima nas, akf platbu si mdze p-ty hrac zabezpedit za predpokladu
prefitho najmenej priaznivého vyvoja hry.

Najmenej priazniva situdcia by pre p-tého hrada nastala vtedy, keby vietci
protihraci volbou vhodného suboru stratégii w,e W, minimalizovali jeho plat-
bu. VoIbou vhodnej stratégie x,€ X, moZe p-ty hra¢ maximalizovat svoju platbu

proti takémuto najmenej priaznivému postupu protihracov. V tejto savislosti
hovorime o garanénych stratégiach a platbach p-tého hraca.

Definicia 4.5
Garan¢nou platbou p-tého hraca v hre (4.2) nazyvame veli¢inu

g, = max min M,(x,, w,)
X,e X, w,e W,

Garanc¢nou stratégiou p-tého hraca v hre (4.2) nazyvame kazdu jeho stratégiu
X,€ X, ktora vyhovuje rovnici

min M,(X,, w,) = max min M,(x,, w,)

w, e Wp

n X, € Xp W, Wp

Ak p-ty hra¢ zvoli svoju garan¢n stratégiu X,, potom vie, Ze pri [ubovolnych
stratégiach protihracov nebude jeho platba nizsia ako g,.
V stilade s definiciou 4.5 nazyvame garanénou platbou p-tého hrada v hre
(4.1) veli¢inu
= in a®
= max min a;
& ieJ, kek, I
kde a{’ si prvky matice platieb A®. Cistou garanénou stratégiou p-tého hraca
v hre (4.1) nazyvame index

+(0)
Jy €J,
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ktory vyhovuje rovnici
min @&, = max min a\f’

kek, "5 jed, kek,

Garanénli platbu, resp. garancénu st stratégiu v hre (4.1) uréime ako
maximalne riadkové minimum matice A¥, resp. ako index riadku matice A®,
pre ktory sa toto maximalne riadkové minimum realizuje.

Analogicky mdzeme definovat garanénu stredni hodnotu platby p-tého
hraca a jeho garanénii zmieSan( stratégiu v hre (4.1) ako garanénlt platbu
a garanénl stratégiu v hre (4.3). Rahko sa presvedéime o tom, Ze garantna
zmieSana stratégia v hre (4.1) nie je ni¢ iné ako minmaxova optimélna zmieSana
stratégia maximalizujuceho hraca v maticovej hre s maticou platieb AP, pricom
garan¢na strednd hodnota platby p-tého hrada sa rovnd hodnote tejto hry.
Vzhladom na to mozeme garancné zmieSané stratégie a garanéné stredné hod-
noty platieb v hre (4.3) urovat uz znamymi metédami teorie maticovych hier.

Priklad 4.3

Preskimajme koneénil hru troch hracov, v ktorej kazdy z hra¢ov ma dve &isté
stratégie a matice platieb (pri uZ znadmom usporiadani mnoZin indexov, zavede-
nom v priklade 4.1) jednotlivych hradov su

2 3 2 =5
() —
A ‘(-1 4 0 —2>
2 0 0 1
2)
A "( 1 -1 4 2)
1 2 —1 4
A® =
2 _3 3 2
2

Ur¢ime garancné platby a Cisté garanéné stratégie hracov:
gmafi= -2 j0=2
G=al= 0 =
G=al= -1, =1

Garancné stredné hodnoty platieb a garan¢né zmie$ané stratégie hracov si:

g = —2, y"=(0, 1)
&= 0, y?=(,0
3 32
&= =, y9= (—, —)
T s 575
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Poznamka 4.2

V 3pecialnom pripade konecnej hry dvoch hracov s kon$tantnym s(iétom su garanéné zmieSané
stratégie, resp. garancné stredné hodnoty platieb hracov totozné s rieSenim hry v zmieSanych
stratégiach, t.j. v maticovej hre s garancné zmie$ané stratégie optimalnymi stratégiami hracov
a garancna stredna hodnota platby prvého hraca sa rovni hodnote hry. Vo vieobecnom pripade
viak nemozno garancné stratégie a garanéné platby povazovaf za rieSenie nekooperativnej hry
n hracov. Vysledok uréeny garanénymi stratégiami nezodpoveda totiZ intuitivnym predpokladom
o spravani inteligentnych hracov v nekooperativnej hre. Hraé, ktory pouZiva svoju garanéni
stratégiu, maximalizuje vlastni platbu za predpokladu, Ze protihradi sa spolo¢ne usilujli o to, aby
jeho platba bola ¢o najniz8ia. V skutocnosti kazdy z protihra¢ov p-tého hraga maximalizuje svoju
vlastna platbu. Pri vysledku hry (4.2) uréenom garanénymi stratégiami moézu byt skuto¢né platby
hracov vyssie ako ich garanéné platby, t.j. moze platit

M (%, %o o0 %) > g,

Garancna platba je teda iba pesimistickym odhadom dolnej hranice platby, ktort si méze kazdy
racionalny hra¢ v nekooperativnej hre n hracov zabezpecit. Vysledok hry (4.2) uréeny garanénymi
stratégiami nema vlastnost rovnovaZnosti (pozri stat 4.2.1). Ak predpokladame, Ze racionélny hrac
maximalizuje svoju platbu proti zadanym stratégidm protivnikov, potom pre p-tého hraca moéze
proti zadanym garanénym stratégiam protihracov existovat vyhodnej§ia ako garan¢na stratégia, t. j.
moze platif

max M,(X,, ..., X, _ s X, Gy ps -o0s X,) > 8,
NpeXp

Vo vieobecnom pripade majl teda hradi, ktori maximalizuji svoje platby, dévody na to, aby sa

usilovali o zmenu stavu uréeného garanénymi stratégiami.

Priklad 4.4

V hre z prikladu 4.3 uréuji garanéné Cisté stratégie hracov vysledok
Ui» j2» J3) = (2, 1, 1), ktorému zodpovedaju platby

i
aél): —l=g
2 _
a[(3)= 0=g,

3
ay = —1=g,

teda pri volbe garancnych Cistych stratégii je skutocna platba prveého hraca
vys8ia ako jeho garancna platba. Okrem toho je zrejmé, Ze vysledok hry, uréeny
garanénymi ¢istymi stratégiami, nema v tomto pripade vlastnost rovnovaznosti.
Napriklad pre treticho hraca je proti garan¢nym stratégiam prvého a druhého
hraca

=2 =1

vyhodnejsie volit Cistu stratégiu j; = 2, pretoZe v tomto pripade ziska platbu
ap) =3
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4.2.3 Rovnovazne body a rovnovazne stratégie

S pojmom rovnovazneho bodu sme sa stretli uZ v druhej kapitole v suvislosti
s analyzou bimaticovych hier. J. F. NasH zovieobecnil tento pojem pre pripad
hry » hracov.

Definicia 4.6
Rovnovaznym bodom hry (4.2) nazyvame taky vysledok
X=(X, %y, ..., X)X
Ze pre vietky pe P a x,¢ X, plati
M,(%, oo X, X Ky s X)) Z MRy, L X, X, K,y -, £,) (44)

Zlozku X, z rovnovazneho bodu x nazyvame rovnovazZna stratégia a veli¢inu
M, (X) nazyvame rovnovazna platba p-tého hraca.

Poznamka 4.3
Vztah (4.4) je ekvivalentny vzfahu

MRy s Xy % Xy gy s X)) = max MRy, . Xy X, X 1s s X)) 4.5)
€ Xp

S vyuZitim symboliky zavedenej v stati 4.2.2 méZeme vzfahy (4.4) a (4.5) zapisat aj takto:
M, (%,, W,) 2 M,(x,, W,)
pre vietky pe P a x,€ X, resp.
M,(%,, W,) = max M,(x,, v,)
xpeXp

pre vietky pe P, kde

W, = (£ co0s X, 15 Xy 15 000 X))

Uvedieme teraz intuitivnu interpretaciu pojmu rovnovazneho bodu nekoope-
rativnej hry a rovnovaznej stratégie hraca.

Rovnovazny bod je také pravidlo spravania hracov, ktoré ma nasledujiice
vlastnosti:

a) ak ostatni hraci zvolili svoje rovnovazne stratégie z rovnovazneho bodu
X, tak p-ty hra¢ nemdze urobit nic lepsie, ako zvolit svoju rovnovaznu stratégiu
X, z toho istého rovnovazneho bodu;

b) ak sa takéto pravidlo spravania stabilizuje v dlhej postupnosti opakovani
hry, nemé ani jeden z hracov dovod svojvolne ho menit, pretoZe jednostrannou
zmenou nemoze ni¢ ziskat';

c) kedZe v nekooperativnej hre nie st pripustné zavizné dohody o volbe
stratégii, méZe pripadné vyjednavanie medzi hraémi vyustif iba do dohody
o volbe rovnovazneho bodu, pretoZe len v tomto pripade moZno odakavat, Ze
dohodu ani jeden z hra¢ov neporusi.
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Rovnovazny bod nekooperativnej hry ma teda vlastnost rovnovaznosti,
o ktorej sme hovorili v stati 4.2.1.

Preskumajme teraz kone¢ni hru (4.1). Ako Specialny pripad definicie 4.6
dostaneme tuto definiciu rovnovazneho bodu koneénej hry n hracov v &istych
stratégiach.

Definicia 4.7

Rovnovazny bod konecnej hry (4.1) v &istych stratégiach nazyvame takt
n-ticu ¢istych stratégii
GO, s J) '
2 2 *** 2 Jn
ze pre vietky pe P a j,e J, plati
Q,;ﬁw))k,(lm 2 Q;:,:,('O) ’ (4.6)

kde k\” € K, je index siiboru &istych stratégii
(0 (0 (0] (0
(]l( )’ (s} ,il l7j[§-i)- 1» ---:J; ))
protihracov p-tého hradca.

Poznamka 4.4
Vztah (4.6) z definicie 4.7 méZeme zapisaf aj takto:
a%y o) = max a® 4.7
jl(lg)kl(,m pedp /pk,(,O) ( )
pre vietky pe P. Zo vztahu (4.7) je zrejmé, Ze sibor &istych stratégii (i, /12, ..., /) je rovnovaznym
bodom hry (4.1) v €istych stratégiach prave vtedy, ak pre vietky pe P st velidiny

[
a®) L ©
"I’ p

maximalnymi prvkami svojich stipcov v prislusnych maticiach A%,

Ak definiciu 4.6 aplikujeme na zmiesané rozsirenie (4.3) konecnej hry (4.1),
moZeme definovat rovnovazny bod koneénej hry n hradov v zmieSanych straté-
giach, resp. rovnovazne stredné hodnoty platieb hracov a rovnovazne zmiesané
stratégie v hre (4.1).

Definicia 4.8

Rovnovazny bod konetnej hry (4.1) v zmiesanych stratégiach nazyvame
kazdy rovnovazny bod zmiesaného rozsirenia (4.3) tejto hry. Nech

y=0% 5% .., 3"

Jje rovnovazny bod hry (4.3), potom vektor y? nazyvame rovnova¥na zmieana
stratégia p-t€ho hraca v hre (4.1) a veli¢inu E,(y) nazyvame rovnovazna stredna
hodnota platieb p-tého hraca v hre (4.1).
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4.2.4 Optimalne stratégie

Pre potreby analyzy konecnych hier # hracov sformulujeme algoritmus urce-
nia vSetkych rovnovaznych bodov hry (4.1) v distych stratégidch. Oznaéme
R mnozinu vSetkych rovnovaznych bodov tejto hry v Cistych stratégiach. Vycha-
dzajuc z definicie 4.7, resp. z poznamky 4.4, méZeme mnozinu R hry (4.1) urcit
takto:

1. Pre kazdé pe P uréime vietky stipcové maxima matice A%, teda

max aff (4.8)
Jjed,

Mnozinu n-tic ¢istych stratégii (j,, j,, .., j,), ktoré zodpovedaji jednotlivym
stipcovym maximam (4.8) matice A, oznaime symbolom R,.

2. Rovnovaznymi bodmi hry (4.1) v &istych stratégiach su vsetky n-tice

gistych stratégii (7, j, ..., j,), ktoré patria do vietkych mnozin R,. MnoZinu
R vietkych rovnovaznych bodov v dCistych stratégiach dostaneme teda ako
prienik .

R=(R,

p=1
Skor ako prejdeme k dalSiemu rozboru nekooperativnej hry, ilustrujme na
jednoduchych prikladoch problémy suvisiace s interpretaciou rovnovazneho
bodu ako pravidla optimalneho rozhodovania hracov.

Priklad 4.5

Ur¢ime mnoZinu R vietkych rovnovaZnych bodov v konecnej hre troch
hracov, v ktorej ma kazdy z hraCov dve Cisté stratégie a matice platieb s zadané

takto:
2% 3* 1 —1
a _
A _<—2 2 2% 3*)

—1 4 -1 2
2) —
A ”( 4% 3 0 —1>

A= 50 T )
Maximalne prvky jednotlivych stipcov matic A” sme oznaéili hviezdickami.
R ={1,11; (1,1,2); 2,2, 1; (2,2,2)}
R, ={(1,2,1); (1, 1,2); 2,2, 1); (2, 1, 2)}
R,={(1,1,2); (1,2, 1); (2, 1,2); (2,2, 2)}
R =R nRNR,={1,1,2)}
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Vidime, Ze hra z prikladu 4.5 mé jediny rovnovazny bod v &istych stratégiach
r® =G, i 5" =1, 1,2)
ktorému zodpovedaju rovnovazne platby hracov
AV =3 af=4, af=3

Samostatne sa rozhodujuci hrag, ktory voli inu ¢istd stratégiu ako rovnovaz-
nu stratégiu z r®, riskuje, Ze jeho platba bude niZ8ia ako rovnovazna platba.
Rovnovazny bod moZno v tomto pripade povaZzovat za pravidlo optimalneho
rozhodovania hraCov v prislusnej nekooperativnej hre.

Priklad 4.6

Uréime mnozinu R vSetkych rovnovaznych bodov v Cistych stratégiach
v koneénej hre troch hracov, v ktorej ma kazdy z hracov dve Cisté stratégie
a matice platieb su zadané takto:

> 1 3
m
A _(—1 2 2 2*>
-1 3 2¢ -1
@
A ‘( 2% 1 1 1*>

woe( )
Ri={111; 2 1,2; (1,2 1); 2,2,2)}
R, ={(1,2,1); (1,1,2); 2, 1, 1); (2,2, 2)}
Ry={1,1,2); (1,2, 1); 2, 1, ); (2,2, 2)}
R =R R NR={1,2,1) (2,2,2)}

Hra z prikladu 4.6 mé dva rovnovazne body v Cistych stratégiach:
a) rovnovazny bod
P = GOS8 = (1,2, 1)
s rovnovaznymi platbami hracov
a =2, aP=2 a=4
b) rovnovazny bod
= G R, ) = (2,2, 2)
s rovnovaznymi platbami hracov

1 2 3)
054) = 2’ 02(4) = 19 054) =1
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Rovnovazny bod r" je z hladiska vietkych hradov vyhodnejsi ako rovnovaz-
ny bod r'®, pretoze zabezpecuje hracom visie rovnovazne platby. Mozno ho

preto povazovat za rieSenie skitmanej hry. Samostatne sa rozhodujlci hrag,

ktory pozna mnoZinu R, bude vidy davat prednost rovnovaznej stratégii z r"
pred rovnovaznou stratégiou z r®. V pripade volby inej ako rovnovaznej
stratégie z r" riskuje, Ze jeho platba sa zmensi.

Priklad 4.7

Urfime mnoZinu R vietkych rovnovaznych bodov v koneénej hre troch
hracov, v ktorej mé kazdy z hradov dve &isté stratégie a matice platieb s zadané

takto: .
* - —
wn(T )
* *
wo(F L)
wo(FF )
Ri={1,1,1; (1,1,2); (2,2, 1); (2,2,2)}
R, ={(1,1,1); (1,2,2); (2,1, 1); (2, 2, 2)
Ry={1,1,1); (1,2, 1); 2, 1, 1); (2,2,2)
R =RnRnR={1,1,1) (2,2 2)}
Hra z prikladu 4.7 ma dva rovnovazne body v &istych stratégiach:
a) rovnovazny bod
=G0 ) = (L1 D)
s rovnovaznymi platbami hracov
aP=2  aP=2 aP=2
b) rovnovazny bod
= GO0, ) = 2,2, 2)
s rovnovaznymi platbami hradov

1 3
=2 a@=2 =2

Vsimnime si, Ze obidva rovnovazne body su z hladiska vietkych hracov

rovnako vyhodné (rovnovazne platby v r" a r® s rovnaké). Predpokladajme,
Ze hraci, ktori postupuji nezdvisle jeden od druhého, volia rovnovazne stratégie
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z tychto dvoch bodov. Vzhladom na to, Ze nekonzultuju volbu stratégii, mézu
v tomto pripade rozni hradi volif rovnovaZne stratégie z roznych rovnovaznych
bodov. Nech napriklad prvy hraé voli rovnovasnu stratégiu j{" = 1 z 'V, druhy
hra¢ voli rovnovaznu stratégiu j® = 2 z r® a treti hra¢ voli rovnovaZnu straté-
giu i’ =1 z r'". Potom vysledkom hry bude trojica Cistych stratégii

G2 A = (1,2, 1)
ktorej zodpovedaju platby hracov

al = -2, aP = —1, ad =3

Vysledok urleny uvedenymi volbami &istych stratégii nie je rovnovaznym
bodom, pri¢om platby, ktoré hraéi ziskaju na zaklade tohto vysledku, nemaja
ni¢ spoloéné s rovnovaznymi platbami. V skimanom pripade poznanie mnozi-
ny R neposkytuje nezavisle sa rozhodujucim hra¢om pravidlo optimalneho
rozhodovania v nekooperativnej hre. (Treba podotknf, Ze poznanie mnoziny
R dava v skiimanom pripade hri¢om navod na optimalne konanie iba za
predpokladu, Zze mézu konzultovat volbu stratégii, pricom dohoda, ktort uza-
tvoria, nema zavizny charakter. V takejto situacii sa moZu bez problémov
zhodnut na volbe rovnovaznych stratégii jedného z dvoch rovnocennych rovno-
vaznych bodov.)

Priklad 4.8

Uréime mnoZinu R vsetkych rovnovaznych bodov v &istych stratégiach
v konecnej hre troch hradov, v ktorej ma kazdy z hracov dve isté stratégie
a matice platieb st zadané takto:

1 -1 2* _5
) _
A "( s* -8 1 —3*>

1 4% 3% s
(2) —_
e E )

-4 1 * 3
3) —
A _<—2* 4% 5 6*)

R ={2,1,1; (1,1,2); (1,2, 1; (2,2,2)
R={1,2,1); (1, 1,2); 21, 1; 2 1,2); (22 2)}
Ry ={(1,1,2); (1,2,2); (2, 1, 1); (2,2, 2)}
R=RnRnR={1,12);2,2,2); 2,1, 1)}
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V hre z prikladu 4.8 existuji tri rovnovazne body v &istych stratégiach:

a) rovnovazny bod
r =G, st 5 =1, 1,2)

s rovnovaznymi platbami hracov
2
aly = —1, aly =4, ay = —12

b) rovnovazny bod
P = G R = 21 1)

1 (2) _ 3)
a()__s a) 3 a

¢) rovnovazny bod
rO = G P = (2, 2.2)

s rovnovaznymi platbami hracov

2] (3) —
aééll) = '—35 5154) = '—57 ayy = 6

Hradi, ktori poznaju tieto rovnovazne body a maju sa rozhodnif o vol’t?e
Cistej stratégie, st znova v komplikovanej situdcii. Z hladiska prvého hraca je
najvyhodnejsi rovnovazny bod %, z ktorého mu vyplyva rovnovazna platba 5.
Z hladiska druhého hraca je najvyhodnejsi rovnovazny bod r, z ktorého mu
vyplyva rovnovazna platba 4. Z hladiska tretieho hrada je najvyhodne;jsi rovno-
vazny bod ¥, z ktorého mu vyplyva rovnovazna platba 6. Ak viak hraci zvolia
svoje rovnovazne stratégie z tychto rovnovaznych bodov, t.j. prvy hrac¢ j,‘z.) =
druhy hrag j{’ = 1 a treti hraé j{¥ = 2, potom vysledkom hry bude sitbor ¢istych
stratégii

G AN A =2, 1, 2)

ktorému zodpovedaji plathy hracov

2 [E) R
a'(fl)) - —'—85 a](4) = "‘5, a23 - 5

t.j. najnizsie platby, ktoré v tejto hre vobec priché\dza;'l'l do ﬁlvvahy. S}'be)r éls.t)?ch
stratégii, ktory sa realizuje v dosledku takejto volby hracov, nie je pritom
rovnovaznym bodom. . .

Vidime, 7e ani v tomto pripade neposkytuje hraom poznanie mnoziny
rovnovaznych bodov vhodny navod na optimalne mzhodov’ame A nekoqpera-
tivnej hre. (Na rozdiel od hry z prikladu 4.7 nemoze byt v ton}to p,rlpjade’:
mnozina rovnovaznych bodov ani vhodnym podkladorp na p’rlpadne n'evzavazne
vyjednavanie hra¢ov o volbe stratégii, pretoze neexistuje taky rovnovazny bod,
na ktorom by sa zhodli vietci traja hraci.)
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Priklad 4.9

Uréime mnozinu R vietkych rovnovaznych bodov v Cistych stratégiach
v koneénej hre troch hracov z prikladu 4.3 s maticami platieb

2 3 2% 5
) —
A _<—1 4% 0 ~2*>

2* 0% 0 1
(2) _
A “( 1 —1 4* 2*)

1 ¢ -1 4*

A = 3 .
2% —= 3% 2

Ri={(1,1,1); (2, 1,2); (1,2, 1); (2,2,2)}
Ry={(1 1, 1); (1, 1,2); (2,2, 1); (2,2, 2)}
Ry={(1,1,2); (1,2, 1); (2, 1,2); (2,2, 1)}
R =R NR,NR, =0

Hra z prikladu 4.9 nema ani jeden rovnovazny bod v distych stratégiach,
mnoZina R je v tomto pripade prazdna.

Z doterajsej diskusie, opierajiicej sa o priklady 4.5 az 4.9, moZno predbezne
urobif tieto zavery: '

a) Vo vSeobecnom pripade nie je zaruéena existencia rovnovaznych bodov
v nekooperativnej hre (pozri priklad 4.9).

b) Ani v pripadoch, ked mnoZina rovnovaznych bedov nie je prazdna,
rovnovazny bod sim osebe eite nedefinuje optimalne rozhodovanie v nekoope-
ratiynej hre. Za predpokladu, e hra ma jediny rovnovézny bod, moZno tento
bod povaZovaf za jej optimalne riesenie (pozri priklad 4.5). Ak existuje viac
rovnovaznych bodov, musime klast dalsie poziadavky na vlastnosti rovnovaz-
nych bodoy, ktoré mozZno povazovat za optimalne rieSenia nekooperativne;j hry.
V niektoryeh pripadoch dospejeme k »rozumnej* definicii optimalnych stratégii
(pozri priklad 4.6), v inych pripadoch je definicia optimalneho rozhodovania,
vychadzajica z pojmu rovnovazneho bodu, prqblcmatické (pozri priklady 4.7
a 4.8).

Na zaklade predchadzajucej analyzy uvedieme teraz formalnu definiciu opti-
malnych stratégii hracov v nekooperativnej hre (4.2). § tymto cielom zavedieme
najprv niektoré nové pojmy a oznadenia.
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Definicia 4.9

Dva rovnovazne body x'V, x¥ € R nazveme ekvivalentné, ak pre vSetky pe P

plati: M ( xV) = M, ( Xx®)

Definicia 4.10

o ;5 @
Hovorime, Ze rovnovazny bod x'Ve R dominuje rovnovazny bod x* e R, ak
x1 a x@ nie su ekvivalentné a ak pre vsetky pe P plati:

M, (x") Z M,(x®)

v v % (1)
Ak x a x® si dva rdézne rovnovazne body z mnoziny R, priCom X
dominuje x®, potom moZno predpok]z.\dat., ze 2hram ;()ll;efergj)u,rovn_ov?zne
stratégie z x(V pred rovnovaznymi stratégiami z x®. Ak xVa x stz ekviva ent-
né, potom je pre hraov Tahostajné, ktorého z nich volia svoje rovnovazne
stratégie.

Definicia 4.11

Nech Qe R. Hovorime, Ze rovnovazne body
X = (0, 30, ., ¥ eQ
kde ie I, si zamenitelné vzhladom na Q, ak pre kazdy bod

X = (xh xl) EREE) xn)
taky, Ze ; .
X, =Xx,, iel, peP
plati
xeQ

Viimnime si, Ze v definicii 4.11 o mnoZine / nepredpokladime, Ze je koneélné.
Bod x z tejto definicie je ,,zmesou** prislusnych zloZiek fubovolnych vybranych
bodov x.

Definicia 4.12

Nech R, je taka podmnoZina mnoziny v§etkych rovnovaznych bodov R, Ze
lati:
P a) kazdy bod z mnoZiny R — R, je dominovany nejakym bodom z Iio,
b) ani jeden bod z mnoZiny R, nie je dominovany inym bodom z mnoZziny R,
¢) vietky body z mnoZiny R, st ekvivalentné, .
d) vietky body z mnoZiny R, si zameniteIné vzhladom na mnoZinu R0
Mnozinu R, potom nazyvame optimalnou mnoZinou nekooperativnej hry
(4.2) a jej prvky nazyvame optimalnymi bodmi tejto hry.
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Definicia 4.13

Nech optimalna mnozina R, nie je prazdna, potom stratégiu x% z lubovolné-
ho optimélneho bodu x” e R, nazyvame optimélna stratégia p-tého hraca a ve-
licinu

v, = M,(x?)
nazyvame optimélna platba p-tého hraca v nekooperativnej hre (4.2).

Interpretujme uvedené pojmy. Predpokladajme, ze mnoZina R, optimalnych
bodov nekooperativnej hry (4.2) nie je prazdna. Ak hraci, ktori sa rozhoduji
nezavisle jeden od druhého poznaji mnozinu Ry, tak pri volbe svojej stratégie
zubovolného optimalneho bodu vedia, ze vysledkom hry bude vzdy optimalny
bod a ich platba sa bude rovnat optimalnej platbe. Ak zvolia stratégiu, ktora nie
je zlozkou optimalneho bodu, riskuju, Ze sa ich platba zniZi, pri¢om vysledok
hry nemusi byt ani rovnovaznym bodom. Optimélne platby hracov v hre (4.2)
si uréené jednoznacne.

Priklad 4.10

Preskiimajme kone¢na hru troch hragov, v ktorej ma kazdy z hracov dve &isté
stratégie a matice platieb sit zadané takto:’

2% 1* —4 1
() _
A = (2* -1 0* 2*)

3* 0* -
2
AT = (1 -2 -3 1*)

2% 1 2% _9
3)
A = (2* Rl — 1*)

Ur¢ime mnozinu R vietkych rovnovaznych bodov v Cistych stratégiach:
R={L1L1D;211;1,1,2; 2,2 1); @222}
R,={1,1,1); (1,1,2); 2,1, 1); (2,2, 2)}

Ry={(1,1,1); (1, 1,2); (1,2, 2); (2,1, 1); (2,2, 2)}
R=RnRnR={1,1,1;@21,1);1,1,2); 2,2, 2)}

Vidime, Ze hra ma 4 rovnovazne body v &istych stratégiach:
a) rovnovazny bod

=G 5% A0 = (1, 1, 1)
s rovnovaznymi platbami hracov

1 2 3
al(l)=29 al(,)=3, afy =2

129



b) rovnovazny bod
D (jO P @) =
=0 a7 s =2 L1
s rovnovaznymi platbami hracov
aly =2, al =3, a =2
¢) rovnovazny bod
PO = GO 9 = (1L 1,2
s rovnovaznymi platbami hracov
=1, af=0, af=2

d) rovnovazny bod
PO = GO, 80 8 = (2.2, 2)

s rovnovaznymi platbami hracov
(1 2 3) —
a =2, ai =1, ay =1

Iahko sa presvedéime o tom, Ze body r® a r* si dominované ostatnymi
rovnovaznymi bodmi. Body #" a r st ekvivalentné a zamenitelné vzhladom
na mnozinu {#", r®}. Skiimana hra ma teda neprazdnu optimalnu mnoZinu

Ry={r", r®} ={(1, 1, D; (2, 1, 1)}

Prvy hra¢ mé dve optimalne stratégie j{” = 1, resp. j{” = 2; jeho optimalnou
platbou je veli¢ina v, = 2. Optimalnou stratégiou druhého hraca je 79 =1, jeho
optimalnou platbou je veli¢ina v, = 3. Optimainou stratégiou treticho hraca je
7 =1, jeho optimalnou platbou je veliCina v; = 2.

4.2 5 Existencia rovnovaznych bodov

Ukéazeme, za akych podmienok je zarudena existencia rovnovaznych bodov
hry (4.2).
Veta 4.1

Nech hra (4.2) ma tieto vlastnosti:

a) Pre vietky pe P sa mnoziny X, kompaktnymi konvexnymi podmnoZina-
mi prislusnych euklidovskych priestorov Emp

b) Pre vietky pe P a w,e W, st funkcie

. MP(X) = M["(Xﬂ’ WP)
konkdvne podla x,€ X,,.
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¢) Funkcia

M) =) M,(x)
p=1
je spojita na mnozine X = X, x X, x ... x X,,.
d) Pre vietky pe P a x,€ X, st funkcie

M,(x) = M,(x,, w,)
spojité podla w,e I,.
Potom hra (4.2) ma aspon jeden rovnovazny bod. -

Poznamka 4.5
1. Doékaz vety 4.1 mozno najst napr. v praci NIKAIDU a Isopu [48].
2. Kazdéa ohraniena a uzatvorena mnoZina v E, je kompaktna.
3. Ak hra (4.2) je hrou s konStantnym si¢tom platieb, tak podmienka c) vety 4.1 je désledkom
podmienok b) a d).
4. Ak v hre (4.2) st vSetky funkcie platieb M, (x) spojité na mnozine X, tak podmienky c) a d)
vety 4.1 su automaticky spinené.

Priamym do6sledkom vety 4.1 je nasledujuce tvrdenie.

Veta 4.2

Kazda koneCna hra (4.1) ma aspoil jeden rovnovaZny bod v zmie$anych
stratégiach.

Vetu 4.2 dokadzeme tak, Ze vetu 4.1 aplikujeme na zmie$ané rozsirenie (4.3)
konec¢nej hry (4.1).

Z hladiska interpreticie rovnovazneho bodu ako riefenia nekooperativnej
hry je zaujimavé vedief, kedy ma hra (4.2) jediny rovnovazny bod. Vieobecntt
postacujiicu podmienku jednoznaénosti rovnovazneho bodu v hre (4.2) mézeme
formulovat takto:

Veta 4.3
Nech st splnené predpoklady vety 4.1 a okrem toho plati, Ze pre kazdé pe P

a w,e W, je funkcia
MI‘(X) = Mp(xp> va)

rydzo konkavna podla x,€ X,. Potom hra (4.2) ma prave jeden rovnovazny
bod.

Poznamka 4.6

Na vypocet rovnovaznych bodov v niektorych triedach hier n hraov moZno pouzif metoédy
nelinedrneho programovania. Vzfahom medzi tedriou hier a nelinedrnym programovanim sa zaobe-
rd napr. [33). Vo vicobecnosti viak neexistuji dostatoéne efektivne algoritmy na uréenie vietkych
rovnovaznych bodov.
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4.3 KOOPERATIVNE HRY » HRACOV

V tejto stati budeme predpokladat, Ze v hre n hra¢ov mozu hradi spolupraco-
vat a uzatvaraft zaviazné dohody o volbe stratégii a pripadnom znovurozdelova-
ni spolo¢ne nadobudnutych vyhier. Zavedieme pojem koalicie, koalicnej Struktu-
ry a kooperativnej hry n hrdacov v tvare charakteristickej funkcie. UkdZeme, aké
pojmy optimélneho rozhodovania pontka stCasna teéria kooperativnych hier.

4.3.1 Zakladné pojmy o kooperativnych hrach

Vo viacerych prikladoch uvedenych v predchadzajucej stati sme si mohli
v§imnut, Ze v porovnani so samostatnym postupom by spolupraca zabezpecila
hra¢om vyhodnejsie vysledky. S kooperativnym pristupom ku konfliktnym
situdciam sme sa stretli uz pri analyze bimaticovej hry. V dalSich tivahéch
pripustime, ze hra¢i moézu spolupracovat pri volbe stratégii. Tato spolupraca sa
prejavuje predovsetkym vznikom koalicii.

Definicia 4.14

Nech P = {1, 2, ..., n} je mnozina hracov v hre (4.2). Potom koaliciou v hre
(4.2) nazveme kazdi podmnozinu § < P.

V terminolodgii hier je koaliciou skupina hrdcov, ktori spolupracujui pri volbe

stratégii na zdklade vopred uzatvorenej zdvdznej dohody. Z formalnych dévodov

v8ak pripustame v dalSom vyklade aj ,,prazdnu koaliciu®, t. j. koaliciu, ktorej
¢lenom nie je ani jeden hrac, ako aj jednoc¢lenné koalicie.

Ak ¢lenovia koalicie, ktori v désledku spolo¢ného postupu ziskavaja, vypla-
caju ¢lenom, ktori v désledku spoloéného postupu, resp. v porovnani s pripad-
nou ucastou v inej koalicii stracaji, nejaké kompenzacie, hovorime o koalicii
s prenosnymi platbami. V opa¢nom pripade (ked sa platby medzi hra¢mi nepre-
rozdelujt), hovorime o koalicii s neprenosnymi platbami.

Definicia 4.15

Koali¢nou §truktiarou hry (4.2) nazyvame taky sibor neprazdnych podmno-
Zin
B - (Bl’ BZ’ sy Bk)

mnoziny P, pre ktory plati .
B =P (4.9)
i=1
Ak pre koali¢nu §truktiru B plati
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pre vietky i, j také, Ze i # j, i, j =1, 2, ..., n, potom Ju nazyvame disjunktnou
koali¢nou Struktarou. V opacnom pripade hovorime o nedisjunktnej koaliénej
Strukture.

Poznimka 4.7

1. Mnofziny B;, B ktoré spliiaju podmienku (4.10) nazyvame disjunk tnymi mnoZinami. RozloZe-
nie nejakej mnoZiny na siibor podmnozin, ktoré spiiaji podmienky (4.9) a# (4.10), nazyvame
rozkladom tejto mnozZiny na disjunkiné triedy.

2. Nech B je nejaka koaliéna $truktara, potom vzfah (4.9) hovori, 7e kazdy hrag je Slenom aspofi
Jednej koalicie. Ak koali¢na Struktira B je disjunktna, potom kazdy hrac je Slenom prave jednej
koalicie. V nedisjunktnej koali¢nej §truktiire moze byt jeden hra¢ siiGasne lenom viacerych koalicii.

Koaliciu oznadujeme tak, Ze jej clenov zapiSeme do zloZenych zatvoriek. Koaliéna $truktiru
oznacujeme tak, Ze jednotlivé koalicie zapiSeme do okrithlych zatvoriek. V hre piatich hracov teda
{1, 3, 4} oznaduje koaliciu prvého, treticho a §tvrtého hrada a

(1,3, 4, {2, 5)

oznacuje disjunktnu koali¢n@ Struktaru, ktord sa sklada z dvoch koalicii: prvy, treti a $tvrty hrag
spolupracuju v jednej koalicii a druhy a piaty hraé v druhej koalicii.

Poznamka 4.8

Lahko si overime, Ze n hraéov méze utvorit 22 — 1 roznych neprazdnych koalicii. Dalej moéno
ukdzat, Ze n hra¢ov méze utvorit

n

siy (fly'(’f)uf Y

k=1kj=o J
roznych disjunktnych koaliénych $truktar. Ak pripustime aj nedisjunktné koalicné Struktury,
potom pocet vietkych koaliénych Struktir, ktoré mdzu vzniknaf v hre n hracov, je 2¢ — 1, kde
k=2"—1.

V realnej konfliktnej situdcii moZu existovat uréité ohranicenia na spolupracu
ucastnikov; niektoré formalne mozné koalicie, resp. koaliéné Struktury mozu
byt a priori nerealizovatelné, alebo zakazané. Pre prisluiny model ma preto
zmysel zaviest pojem mnoZiny pripustnych koaliénych truktar, ktora uvadza
zoznam vietkych koaliénych Struktar, povolenych ,,pravidlami hry*.

Na zaklade doterajsich ivah zovSeobecnime model hry »n hragov v normal-
nom tvare takto:

Definicia 4.16
Zovseobecnenou hrou n hri¢ov v normalnom tvare nazveme model
[P={1a 23“', n}; X}’ XZ’--') an :I
b K)}

@.11)
M, My, ... M,; K=1{K, K, ...

kde P je mnozina hracov,

X, — mnoZina stratégii p-tého hrada,
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M, — funkcia platieb p-tého hraca,
K — mnozina pripustnych koaliénych struktor K|, K,, ..., K,.

Hru (4.11), v ktorej sa mnozina K pripustnych koaliénych Struktar sklada
z jediného prvku, nazyvame hra s fixovanou koalicnou Strukturou. V opanom
pripade (hra¢i mozu tvorif vaési pocet koaliénych §truktir) hovorime o hre
s premenlivou koalicnou Strukturou.

Kooperativnymi hrami nazyvame hry (4.11) s premenlivou koali¢nou $trukti-
rou, resp. hry s fixovanou koali¢nou §truktirou, v ktorej sa vyskytuja viacclen-
né koalicie.

Kooperativnou hrou s volnou tvorbou koaliénych Struktur nazyvame hru
(4.11), v ktorej mnozina K obsahuje vietky (disjunktné a nedisjunktné) koali¢né
Struktiry. Ak mnozina pripustnych koaliénych Struktir obsahuje iba vsetky
disjunktné koali¢né Struktary, hovorime o hre s volnou tvorbou disjunktnych
koaliénych Struktur.

Kooperativnu hru, v ktorej vSetky koalicie maju vlastnost prenosnosti pla-
tieb, nazyvame hrou s prenosnymi platbami, v opacnom pripade hovorime o Are
s neprenosnymi platbami.

Poznamka 4.9

Z hladiska uvedenej klasifikacie nazyvame nekooperativnou hrou hru (4.11) s fixovanou koali¢-
nou Strukttrou ({1}, {2}, ..., {n}), t.j. jedina pripustna koalina Struktira sa sklada z jednoclennych
koalicii.

Zatial najlepsie rozpracovanou sucastou kooperativnej teorie hier je teoria
hier s volnou tvorbou disjunktnych koaliénych Struktir a s prenosnymi platba-
mi. V dalSom vyklade sa preto obmedzime na hry tohto typu.

Kooperativna tedria vnasa do analyzy konfliktnych situacii novy prvok —
problém koali¢nej spoluprace. Vysledok kooperativnej hry vieobecne charakte-
rizujeme nielen volbami stratégii jednotlivych hracov a z nich vyplyvajicimi
platbami, ale aj rozdelenim hracov do koalicii, koordinaciou postupu ¢lenov
koalicie a rozdelenim ziskanych platieb vnutri koalicie.

Koopertivna hra s volnou tvorbou disjunktnych koaliénych $truktar prebie-
ha tak, Ze hraci utvoria nejaku koaliént struktiru, ¢lenovia kazdej koalicie sa
dohovoria o volbe spolo¢nej stratégie, ktora zabezpeduje ¢o mozno najvyssiu
uhrnni platbu koalicie, a ziskanu platbu si po skonceni hry medzi sebou
rozdelia podla vopred uzatvorenej zavidznej dohody. Pri analyze uvedeného
typu hry sa vyskytnt tri druhy problémov:

1. Do ktorej koalicie ma hrac¢ vstupit?

2. Aku stratégiu maju hraci kazdej koalicie volit, aby si zabezpecili ¢o moZno
najvyssiu thrnnu platbu?

3. Akym spbésobom si ¢lenovia kazdej koalicie medzi sebou rozdelia thrnnu
ziskanu platbu?
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Kooperativna tedria hlada odpovede na tieto tri otazky. Usiluje sa z velkého
poétu moznych vysledkov separovat mnoziny z urcitého hladiska ,,prijatel-
nych* vysledkov. Vymedzenie mnoZin ,,prijatelnych® vysledkov, ktoré dava
k dispozicii siéasna kooperativna tedria hier, nie je jednoznacné a kazda z navr-
hovanych definicii ma svoje slabé miesta. Spolu s vykladom zakladnych pristu-
pov preto upozornime aj na uskalia, ktoré savisia s ich pripadnym pouzitim na
analyzu konkrétnych modelov.

4.3.2 Charakteristickd funkcia

Pri analyze hier s volnou tvorbou disjunktnych koali¢nych Struktir a s pre-
nosnymi platbami je vhodné prejst od modelu (4.11), t.j. od vymedzenia hry
pomocou mnozin stratégii hracov, funkcii platieb a mnoziny pripustnych koa-
liénych $truktur, k tzv. hre v tvare charakteristickej funkcie.

Definicia 4.17

Nech P={l, 2, ..., n} je mnoZina hrafov. Charakteristickd funkcia hry
s mnoZinou hra¢ov P nazveme funkciu v definovanu pre vietky podmnoZiny
S < P, ktora ma tieto vlastnosti:

v(@) =0 (4.12)
v(S, U Sy = v(S) + v(S,) (4.13)

pre vietky disjunktné dvojice S|, S, = P. Dvojicu (P, v) nazyvame kooperativna
hra n hradov v tvare charakteristickej funkcie.

KazdG funkciu definovani na vietkych podmnoZinach nejakej mnoZiny
nazyvame superaditivnou, ak spifia podmienku (4.13) z definicie 4.17. Ak vo
vztahu (4.13) vzdy plati rovnost, potom hovorime o aditivnej funkcii.

Charakteristicka funkcia priraduje kazdej koalicii S < P &islo v(S), ktoré
vyjadruje ,.silu‘* koalicie S. Toto €islo nazyvame aj hodnota koalicie S. Pod-
mienka (4.12) z definicie 4.17 hovori, Ze hradi sa nikdy nezriekajh ¢asti svojich
platieb. Z podmienky (4.13) vyplyva, ze hodnota koalicie, ktora vznikne zjedno-
tenim dvoch disjunktnych koalicii, nemdZe byt mensia ako sacet hodn6t tychto
dvoch koalicii, operujucich samostatne (t.]. ,,sila* celku nie je mensie ako ,,sila*
jeho Casti).

Deﬁnicia 4.18

Hru (P, v) nazyvame nepodstatnd, ak pre Tubovolna dvojicu disjunktnych
koalicii S,, S, < P plati:

v(S, U S,) = v(S) + v(S)
V opac¢nom pripade hovorime o podstatnej hre.
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Mozno dokazat, ze hra (P, v) je podstatna prave vtedy, ak

v(P) > 3, v({ph)

pepP

kde v(P) je hodnota ,,velkej koalicie vSetkych hracov,
v({p}) — hodnota ,jednoclennej koalicie, ktora sa sklada z jediného
hraca p. i
Z hladiska kooperativnej teorie nas zaujimajit predovietkym podstatné hry.
V nepodstatnej hre straca vznik koalicii zmysel; koali¢nou spolupracou nemdze
totiz ani jeden hrac ni¢ ziskat. Nepodstatné hry preto skimame ako hry s fixo-
vanou koali¢nou Struktiirou, v ktorych su pripustné len jednoélenné koalicie.

Definicia 4.19

Hru (P, v) nazyvame hrou s konstantnym suctom, ak pre kazdé S < P plati
v(S) + v(P — S) = v(P)

V hre s konStantnym suétom sa uhrnny sucet platieb pri rozdeleni vietkych
hracov do dvoch disjunktnych koalicii nemeni. Kazd4a hra dvoch hracov s kon-
Stantnym suctom je nepodstatna, kazda nepodstatna hra je hrou s konStantnym
suctom.

Uvedieme jednu z moznych interpretacii pojmu hodnota, resp. ,,sila* koali-
cie. Predpokladajme, Ze sa utvori nejaka neprazdna koalicia S = P. Zaujima
nas, aklt thrnni platbu si méZu ¢lenovia tejto koalicie zabezpecit bez ohfadu na
to, ako konaju ostatni hradi.

Najmenej priazniva situdcia pre koaliciu S nastane vtedy, ked ostatni i¢astni-
ci utvoria jedini protikoaliciu P — S s ciefom minimalizovat thrnni platbu
koalicie S. Koalicia S méze potom volif svoje stratégie tak, aby si zabezpegila
maximalnu thrnnu platbu proti najmenej pre fiu priaznivej stratégii koalicie
P — §. Koni teda ako maximalizujici hraé v hre dvoch hraéov s konStantnym
sictom a rozhoduje sa podla minmaxového principu. Hodnota kazdej koalicie
teda predstavuje jej garantovant Ghrnni platbu, t.j. platbu, ktorli si méZe
vhodnou volbou stratégii zabezpecit za najmenej priaznivych okolnosti.

Na ziklade tejto ivahy mdzeme z hry v normalnom tvare priamo odvodit
charakteristickt funkciu prislu$nej kooperativnej hry.

Priklad 4.11

Mame konecénti hru troch hracov, kde kazdy hraé ma dve isté stratégie, t. j.
h=12;j=1,2;j;=1, 2. Platby hracov pri réznych vysledkoch uvadzame
v tab. 4.3.
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Tabulka 4.3
Jis Jo I3 M, M, M, |M+M+M
1, I, 1 2 1 3 6
1, 1,2 | 3 1 5
1, 2,1 3 2 1 6
1, 2,2 —1 1 4 4
2,1, 1 0 2 —1 1
2,1, 2 3 0 2 5
2,2, 1 1 3 -2 2
2,2, 2 2 -2 3 3

Predpokladajme, Ze ide o kooperativnu hru, t.j. pripustné st vietky formalne
mozZné koalicie. Zostavime matice platieb koalicii {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}.
Matica platieb koalicie {1} je

(L) (L) @1 22
1 2 1 3 -1
2 ( 0 3 1 2)
Riadky tejto matice zodpovedaju ¢istym stratégiam j, prvého hraca, stipce
zodpovedaji spoloénym &istym stratégiam (j,, j,) protikoalicie druhého a tretie-
ho hraca {2, 3}. Napriklad platba 3 v prvom riadku a stipci (2,1) zodpoveda
situdcii, v ktorej prvy hra¢ voli svoju €ista stratégiu j, = 1, druhy hrag voli svoju
Cisti stratégiu j, = 2 a treti hra¢ voli svoju ¢istu stratégiu j, = 1. Najdeme
optimalnu zmieSana stratégiu maximalizujiceho hraca v maticovej hre s touto
maticou platieb. Optimalnou zmieSanou stratégiou maximalizujuceho hrada je

vektor (;, ;) a hodnotou hry je éislo % Z vlastnosti rieSenia maticovej hry je

zrejmé, ze hodnota hry predstavuje stredntt hodnotu platby, ktora si maximali-
zujici hra¢ (v naSom pripade prvy hrac¢) méze zabezpedit volbou optimalnej
stratégie bez ohladu na spravanie protikoalicie {2, 3}. Hodnotu koalicie {1} teda
predstavuje veli¢ina v({1}) = 4/7.

Podobne zostavime matice platieb a prislu§né hodnoty charakteristickej
funkcie pre dalsie jednoclenné koalicie.

Matica platieb koalicie {2} je

(L (1,2) @1 22
1 1 3 2 0
2 2 1 3 -2
Optiméalnou zmieSanou stratégiou maximalizujuceho hraca je vektor (1, 0),
hodnota charakteristickej funkcie v({2}) = 0.
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Matica platieb koalicie {3} je
(LD (1,2) @D 22
1 3 1 -1 =2
2 1 4 2 3
Optimalnou zmie$anou stratégiou maximalizujiceho hraca je vektor <1, i),
hodnota charakteristickej funkcie v({3}) = 7/5.
Ukézeme dalej, ako mozno zostavif matice platieb dvojélennych koalicii

a odvodit prislusné hodnoty charakteristickej funkcie.
Matica platieb koalicie {1, 2} je takato:

12
(1,1 /3 4
(1,2) [5 0
21 |2 3
2,2) \4 0

Riadky tejto matice zodpovedajii spolo¢nym Cistym stratégiam (j, j,) prvého
a druhého hraca {1, 2}, stipce zodpovedaju ¢istym stratégiam ,,protikoalicie®,
t. j. tretiecho hraga. Prvky matice platieb zodpovedaji thrnnym platbam koalicie
{1, 2}, t.j. stctu platieb prvého a druhého hraca. Napriklad prvok v trefom
riadku a v prvom stipci zodpoveda situécii, ked koalicia {1, 2} voli spolo¢nii
&isth stratégiu (2, 1) a treti hraé¢ voli svoju &istl stratégiu j; = 1, a je rovny suctu
M,(2,1,1) + M,(2,1,1) (tab. 4.3). Koalicia {1, 2} vystupuje teraz ako maximali-
zujuci hrad v maticovej hre s uvedenou maticou platieb. Optimalnou zmieSanou
stratégiou maximalizujliceho hraca je vektor (2/3, 1/3, 0, 0) a hodnotou hry je
¢islo v = 10/3. Koalicia {1, 2} si mdzZe volbou prisluinej optimalnej zmieSanej
stratégie zabezpedit, ze bez ohladu na spravanie treticho hrac¢a nebude stredna
hodnota jej ihrnnej platby niz$ia ako 10/3. Hodnotu koalicie teda predstavuje
veli¢ina v ({1, 2}) = 10/3.

Podobne zostavime matice platieb a najdeme prisluiné hodnoty charakteris-
tickej funkcie pre dalsie dvoj¢lenné koalicie.

Matica platieb koalicie {1, 3} je

1 2
(1, 1) 5 4
(1, 2) 2 3
e | -1 -1
2,2 5 5

Optimalnou stratégiou maximalizujiceho hraca je vektor (0, 0, 0, 1). Hodnota
charakteristickej funkcie je v({1, 3}) = 5.
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Matica platieb koalicie {2, 3} je

1 2
1,1 /4 1
(1,2) [4 2
2D {31
2,2) \5 1

Optimalnou stratégiou maximalizujiiceho hraca je vektor (0, 1, 0, 0). Hodnota
charakteristickej funkcie v({2, 3}) = 2.

Hodnotu charakteristickej funkcie pre koaliciu vsetkych hracov dostaneme
ako maximum suétu platieb vietkych hracov (t.j. maximalny prvok posledného
stipca tabulky 4.3). Vidime, Ze v ({1, 2, 3}) = 6, priCom zodpovedajuce trojice
&istych stratégii, pri ktorych sa dosahuje tato platba, st (i, j,, j3) = (1,1,1) a G,
i J3) = (1,2,1).

Charakteristicka funkcia skiimanej hry je teda nasledujuca:

v(@) =0
7

o({1}) = g (2D = 0, o((3) = £

10
v({1,2}) = 3 v({1,3) =5, v({2,3}) =2
v({1,23}) =6
Vidime, Ze skimana hra je bodstatné hra s nekon$tantnym suctom.

Poznamka 4.10

Vimnime si, Ze uvedeny princip prechodu od normalneho tvaru hry k tvaru charakteristickej
funkeie je v stlade s predpokladmi o spravani racionalnych hracov iba vtedy, ked' prislu$na hra
v normalnom tvare je hrou s kon$tantnym sactom platieb. Ak vznikne nejaka koalicia S, pre
ostatnych hradov je v tomto pripade najrozumnejsie utvorit jedind protikoaliciu P — S a maximali-
zovaf jej thrnni platbu. Vzhladom na konStantny sucet platieb tym sucasne minimalizujd thrnni
platbu koalicie S.

Pri nekonstantnom sudte platieb sa skutoéné spravanie racionalnych hracov odliSuje od predpo-
kladu, ktory je zakladom na odvodenie charakteristickej funkcie z normalneho tvaru hry. Maximali-
zacia Ghrnnej platby koalicie P — S uZ nie je v tomto pripade totoZna s minimalizaciou thrnnej
platby koalicie S. Charakteristickd funkcia preto uZ nevyjadruje spravanie hradov, ktoré by sme
mohli intuitivne povaZovatl za Uplne rozumné.

Opisanym spésobom definovana hodnota koalicie viak aj vtedy poskytuje ur¢itdl informéaciu
o sile koalicie a jej postaveni v konfliktnej situdcii. MoZeme ju povaZzovat za ,.garanénu platbu*
koalicie v tom zmysle, v akom sme definovali pojem garanénej platby hraca v nekooperativnej hre.

Charakteristickl funkciu kooperativnej hry moZeme ¢asto formulovat bez
nadviznosti na hru v normalnom tvare. Potom vSak opravnenost itvah z po-
znamky 4.10 odpada.
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Priklad 4.12

Traja hraci hlasuju o uréitom navrhu, ktorého prijatie si vyZaduje jednodu-
chu vadSinu (v naSom pripade dva hlasy). Kazdy hra¢ ma dve moZnosti —
hlasovat za navrh alebo proti nemu. Ak je navrh prijaty dvoma hlasmi, dostant
hragi, ktori hlasovali za navrh, od hraca, ktory hlasoval proti, dve jednotky. Ak
su vSetci hraci za navrh, neplati nikto ni¢. Ak su dvaja hrad proti, dostani od
hraca, ktory hlasoval za navrh, dve jednotky.

Charakteristickii funkciu tejto hry mozeme zapisat takto:

v(0) = 0

v({1) =v({(2Zh =v({3) = -2

v({l, 2) = v({1, 3}) = v({2, 3}) =2
v({1,2,3) =0

4.3.3 Axiémy racionality

Prejdeme teraz k analyze kooperativnej hry (P, v). Zaujima nas, do akych
vysledkov vyusti tato hra, ak sa jej UCastnici spravaju racionalne, resp. aky
navod na konanie moZeme dat hra¢om a koaliciam.

Charakteristicka funkcia implicitne poskytuje informéaciu o stratégiach, kto-
ré st pre kazd koaliciu optimalne (tato informaciu ziskame napr. pri odvodzo-
vani charakteristickej funkcie z normalneho tvaru hry) a o hodnotach (zaruce-
nych thrnnych platbach) jednotlivych koalicii. Obsahuje teda odpoved na
druhu otazku zo stati 4.3.1. Zostdva ndm odpovedaf na dve zvy$né otazky.

Vysledok konfliktnej situacie, modelovanej pomocou kooperativnej hry
v tvare charakteristickej funkcie, sa uréuje dvoma faktormi — rozdelenim
hracov do koalicii (t.]. koali¢nou struktiirou) a rozdelenim platieb hracov vo
vnutri kazdej koalicie. Vznika otdzka, aké vlastnosti by mali spitiat koali¢né
Struktiry a im zodpovedajiice rozdelenia platieb, ktoré mozeme povaZovat za
»»prijatelné* vysledky (rieSenia) kooperativnej hry. Teoreticka analyza vychadza
z nasledujlicich dvoch vieobecnych poZiadaviek:

1. Prijatelné vysledky by mali vyhovovat ur¢itym intuitivne zd6vodniteInym
axiomam racionality.

2. Kazdy z prijatelnych vysledkov by mal byt stabilny v tom zmysle, Ze
nejestvujia dostatoéné motivy na jeho zmenu.

Sformulujeme preto zdkladné axiomy, ktoré sa pouZivaji v kooperativnej
teorii hier.

Oznadime ako x, podiel p-tého hrada na tihrnnej platbe koalicie, ktorej je
¢lenom. Z definicie charakteristickej funkcie vyplyva, Ze pre lubovolnu koali¢nt
Struktaru
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By, ..., B, ..., B)
plati

2. v(B) < v(P)

i=1

t. j. o(P) je maximalna suma, ktorit si hra¢i mézu medzi sebou rozdelif.

Definicia 4.20

Vektor x = (x,, X5, ..., X,) nazveme rozdelenim v hre (P, v), ak p}ati

2 X, So(P)
p=1
Rozdelenie x vyhovuje axiome individudinej racionality, ak pre kazdé pe P

plati
x, z v({p)

Rozdelenie x vyhovuje axiome kolektivnej racionality, ak plati

n

> x,=v(P)

p=1

Rozdelenie x vyhovuje axiéme koalicnej racionality vzhladom na koaliciu
S < P, ak plati

Z X, = v(S)
peS
priCom pre vietky S = S
> x, =2 0(S)
peS’

Axiéma individualnej racionality je celkom prirodzend — ani jeden hrad
nesthlasi s takou dohodou o rozdeleni platieb, ktord mu nedava aspoit tolko,
kolko si mbzZe zabezpecit samostatnym postupom.

Aj axiéma kolektivnej racionality (niekedy v literatire nazyvana aj axioma
paretovskej optimality) zodpoveda beznym predstavam o racionalnom sprava-
ni. Hovori, Zze hradi si medzi sebou rozdelia maximalnu sumu, ktordt méu
v kooperativnej hre ziskat. Rozdelenie, ktoré nie je kolektivne raciondlne, ma ti
vlastnost, Ze platbu aspoit jedného hra¢a mozno zvysit bez toho, aby sa znizili
platby ostatnych hracov.

Axioéma koali¢nej racionality hovori, Ze nijaka subkoalicia koalicie S nemdze
zabezpetit jej Clenom vysSie platby nez koalicia S. Pri tomto rozdeleni x neexis-
tuju teda dovody na rozpad koalicie na mensie samostatné zoskupenia.
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Predpokladajme, Ze sa utvori nejakd koali¢na Struktira B= (B, ..., B,, ...,
B,). Kazdé rozdelenie x, ktoré zodpoveda tejto koaliénej 3trukture, je teda
suborom dohdd o rozdeleni platieb v ramei existujtcich koalicii. V koalicii B, sa
mozno dohovorit iba o rozdeleni tej sumy, ktoru si koalicia zabezpe&i samostat-
nym postupom, t.j. veliiny v(B;). V suvislosti s koali¢nou $truktirou B skiima-
me preto iba rozdelenie, pre ktoré

Y x,=0v(B), i=12 ..k (4.14)

peB/

Definicia 4.21

Nech B = (B,, B,, ..., B,) je koali¢na struktira a x je také rozdelenie, Ze pre
vSetky i = 1,2, ..., k plati vztah (4.14). Dvojicu {x, B} potom nazveme formdciou
platieb v hre (P, v). Formaciu platieb {x, B} nazyvame

a) individudlne racionélna, ak je rozdelenie x individualne racionalne,

b) kolektivne racionalna, ak je rozdelenie x kolektivne racionalne,

¢) koali¢ne raciondlna, ak je rozdelenie x koali¢ne racionalne vzhladom na
vSetky koalicie B,e B.

Kazda koali¢ne racionalna formacia platieb je sic¢asne aj individualne racio-
nalna. Zrejmé je, Ze formacia platieb je kolektivne racionalna prave vtedy, ked

plati
k

Z v(B) = v(P)

i=1

4.3.4 Neumannove-Morgensternove riesenia

V tejto stati vysvetlime klasicku teoriu kooperativnych hier s prenosnymi
platbami, zikladom ktorej su pojmy a principy formulované ete J. voN NEuU-
MANNOM a O. MORGENSTERNOM V ich prvej praci o teorii hier [47]. Vychodiskom
pristupu tychto autorov je predpoklad o tom, Ze prijatelné s iba individualne
a kolektivne racionélne formacie platieb.

Definicia 4.22

Kolektivne a individualne racionalne rozdelenie x nazyvame imputdcia.
Mnozinu vietkych imputécii v hre (P, v) oznadime E(v).

Poznamka 4.11
Vieme, Ze v lubovolnej kolektivne a individualne racionalnej formacii platieb {x, B} je rozdelenie
x imputaciou. KaZdej imputécii moZeme priradif aspoii jédnu koaliént Struktiiru tak, e vysledna
formacia platieb je kolektivne racionalna. V teérii, ktora vychadza z uvedeného predpokladu
o racionalite hra¢ov, méZeme preto vietky ivahy formulovat v kategdriach imputécii a upustit od
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explicitného pouzitia formacii platieb. Ak pozname nejakd imputéaciu, Tahko z nej odvodime
prislusné koaliéné Struktary, pri ktorych sa tato imputacia dosahuje.
Mnozina imputacit hry (P, v)

E(@v) = {xe E,, i x, =v(P), x, 2 v({P})}

p=1
je konvexny polyéder. Pre nepodstatna hru obsahuje mnozina E(v) jediny prvok. Dalej budeme
venovat pozornost iba podstatnym hram.

Definicia 4.23

Nech S < P a x, ye E(v). Hovorime, Ze x dominuje y vzhladom na koaliciu

S, ak plati
P X, > ¥, pre vietky peS

Y x, < 0(S)

pesS
Relaciu ,,x dominuje y vzhladom na S* zapisujeme takto:

xdomy
N
Definiciu 4.23 mdZeme interpretovat takto: Imputacia x je z hladiska koalicie
Slepsia ako y, ak je pripustnd (t.j. mozno ju dosiahnuf samostatnym postupom
koalicie S) a ak vietkym &lenom koalicie S zabezpecuje vySSie platby ako
imputacia y. Zrejmé je, Zze Clenovia koalicie S budi namietat proti dohode
o volbe imputicie y, pretoZe existuje imputacia, ktora je pre nich vyhodnejsia.

Definicia 4.24

Nech x, ye E(v). Hovorime, Ze x dominuje y, ak aspoii pre jednu koaliciu

Se P plati
xdom y
S

Reléciu ,,x dominuje y** zapiSeme ako

xdom y

Tato relacia nema vlastnosti ,,dobre sa spravajucich* relacii, napr. nie je
tranzitivna. Pre dvojicu imputacii x a y mozu nastat vietky tri logicky mys-
liteIné pripady:

x dominuje ¥ a y dominuje x

x dominuje y a y nedominuje x

x nedominuje y a y nedominuje x
Preto pri rozbore kooperativnej hry na zdklade uvedenej relacie nemoZeme
pouzit bezné matematické pojmy (napr. pojem extrém). Vlastnosti vztahu domi-
nacie ilustrujeme na priklade.
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Priklad 4.13

Mame kooperativnu hru troch hracov s charakteristickou funkciou
v(@ =0
v({1) = v({2) = v((3D =0
v({l, 2) = v({1, 3) = v({2, 3}) = 1
v({1, 2,3 =1

Preskimajme imputacie
( 5 4 3 )
X=|— -, —
12 12 12

(82,2
12712712

Lahko sa presvedéime o tom, e x nedominuje y ani y nedominuje x. Mame
dalej imputacie

Zrejme je, Ze x” dominuje y’ vzhladom na koaliciu {2, 3}, pric¢om y’ nedominuje
x'.

Predpokladajme, Ze pre charakteristicki funkciu kooperativnej hry piatich
hracov plati

1
v({l, 2}) = v{3, 4} = >
v({1,2,3,4,5}) =1
<1 111 1>
X=1=,—, =y, =
446 6 6
y~(LL1LY
66446
Lahko sa presved¢ime o tom, ze x dominuje y vzhladom na koaliciu {1, 2}
a y dominuje x vzhladom na koaliciu {3, 4}.

Neumannove-Morgensternove rieSenia (skratene rieSenia N-M) predstavu-
ju historicky prvy pristup k analyze kooperativnej hry n hracov.

Preskiimajme imputacie
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Definicia 4.25

MnozZinu V' < E(v) nazveme rieSenim N-M hry (P, v), ak

a) Tubovolné dve imputacie z V sa navzijom nedominuji (tzv. podmienka
internej stability);

b) pre kazda imputaciu, ktora nepatri do ¥, existuje aspon jedna imputacia
z V, ktora ju dominuje (tzv. podmienka externej stability).

Intuitivne méZeme ,,rozumnost** rieSenia N-M interpretovat takto: Kazdua
imputéciu, ktord nepatri do ¥, mo#no vetovat pomocou niektorej imputacie
z V. Imputacie z V si medzi sebou nekonkuruju, nijakd koalicia nema silu
vetovat imputaciu z ¥ inou imputaciou z tej istej mnoziny ¥. Poznamenavame
vsak, Ze definicia 4.25 nevyluGuje moZnost existencie imputacie z mnoziny V,
ktora dominuje nejaka imputdcia nepatriaca do tejto mnoziny.

Priklad 4.14

Presktimajme hru troch hracov s charakteristickou funkciou

v(@) =0

v({1) = v({2) = v({3h =0

v({L, 2) =v({L, 3D =v({2, 3) =1
v({l,2,3}) =1

Nech mame tri imputacie tejto hry

(1,1,0)
22
<l,05 l)
2 2
oy
2 2

Ani jedna z tychto troch imputacii nedominuje inti zo zvy3ujicich dvoch impu-
tacii. Okrem toho méZeme ahko dokazat, Ze lubovolnii z ostatnych imputacii
dominuje aspofi jedna z tychto troch imputicii (preto, aby niektort z ostatnych
imputacii dominovala nejaka z tychto troch imputacii, musela by mat dominu-
juca imputécia dva prvky vidsie ako 1/2, ¢o pri tejto charakteristickej funkcii nie
je mozné). .
Uvedend mnoZina imputacii viak nie je jedinym rie§enim N-M skiimanej hry.
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Pahko zistime, Ze aj mnoZina

1/3('={(x1’ 1 —C— Xy C),Oéxlél“‘C}
je rieSenim N — M pre lubovolné ce<0, %) Analogicky plati, Ze rieSeniami

N — M st aj mnoZiny
1/2(‘:{1-C—X3,C,X3),O§_X3<1—C}

Vie=1{c, x5 l —¢—x), 0%, =1 —¢}
pre Tubovolné C€<0, %)

Z prikladu 4.14 mozno usudit, pre¢o bol pojem riesenia N — M predmetom
viacerych kritickych podmienok. Uvedieme niektoré problémy, ktoré vznikaj
pri aplikécii tohto pojmu ako rieSenia kooperativnej hry.

Riesenic N — M nie je uréené jednoznadne. Moze existovat alebo jediné
rieSenie N — M, alebo nekoneéne vela rieSeni N — M, pri¢om niektoré z nich
modZu byt koneéné a iné nekoneéné. Okrem toho existuju hry, v ktorych kazda
imputécia je prvkom niektorého z rieSeni N — M (s takouto situdciou sa streta-
vame v priklade 4.14). V tomto pripade nam pojem rieSenie N — M nehovori
takmer ni¢ o tom, ako sa spravaf v konkrétnej konfliktnej situacii, ktora je
modelovana kooperativnou hrou. Na druhej strane existuju hry, ktoré nemajl
ani jedno riesenie N — M. Existencia rieSeni N — M sa vo vieobecnosti dokaza-
la maximalne pre hru piatich hradov. Neexistuji uéinné vypoftové metody,
ktoré by umoznili opisaf vietky rieSenia N — M alebo zistit, Ze rieSenie N — M
neexistuje.

Tieto a iné komplikacie, spojené s pojmom rieSenie N — M, viedli k hladaniu
novych koncepcii rieSenia kooperativnych hier.

4.3.5 C jadro hry

Pojem C jadra kooperativnej hry (v anglitine ,,core*, t.]. ,,jadro*") vychadza
z logickej schémy NEUMANNA a MORGENSTERNA, t.]. z poziadavky kolektivnej
a individualnej racionality, a je definovany v kategériach dominacie imputacii.
Odstranuje viak niektoré z nedostatkov pojmu rieSenie N — M.

Definicia 4.26

Nech E(v) je mnozina vietkych imputécii hry (P, v). C jadrom tejto hry
nazyvame podmnozinu C < E(v) vietkych nedominovanych imputacii.

Imputicie z C jadra sa navzijom nedominuju. Imputacie, ktoré nepatria do
C jadra, nedominujl nijakt imputaciu z C jadra.
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Intuitivne mézeme interpretovat ,,rozumnost pojmu C jadra ako rieSenia
kooperativnej hry takto: Kazda imputacia z C jadra vyhovuje vietkym trom
axidbmam racionality — je individualne racionalna, kolektivne racionalna
a koali¢ne racionaina vzhladom na koaliciu vSetkych hracov. Mébzeme ju pova-
zovat za stabilnli v tom zmysle, Ze neexistuje koalicia, ktora by mala silu ju
zmenit. Dohoda o rozdeleni platieb a spoloénom postupe, ktora zodpoveda
uréitému prvku z C jadra, je prijatelna pre vietkych hradov a pre potencidlne
koalicie, zatial ¢o dohodu, v ktorej imputacia nie je z C jadra, bude vetovat
aspon jedna koalicia, ktord méze samostatnym postupom ziskaf viac.

V suvislosti s pojmom C jadra nas zaujima otazka jeho vypoctu, resi). otazka
jeho existencie.

Veta 4.4

C jadro kooperativnej hry (P, v) urime ako mnozinu vietkych rieSeni sustavy
linearnych nerovnic

>, x,=v(P)
> X, 2 0(S)
peS

pre vSetky S < P.

Z vety 4.4 vidime, Ze C jadro mézeme hladat metdédami linedrneho progra-
movania. C jadro je konvexnym polyédrom a vhodne upravena simplexova
metoda linedrneho programovania umoziiuje najst krajné riesenia sustavy line-
arnych nerovnic (a teda vetky krajné body prislusného konvexného polyédra),
alebo zistit, Ze sustava linearnych nerovnic nem4 rieSenie.

Priklad 4.15

Preskiimajme kooperativnu hru troch hracov s charakteristickou funkciou
v(@) =0
v({1}) = v({2}) = v({3) =0

b({1, 2)) = % o({1, 3)) = é b2, 3}) = %

v({l, 2,3 =1
Podla vety 4.4 ur¢ime C jadro tejto hry ako mnoZinu vietkych rieSeni ststavy

x1+x2+X3:1

Xy + X =

W | =
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1

X +x3§£
2

Xy + X3 = —

2 3 3

Xy, Xy X320

Tato sOstava ma Styri krajné rieSenia:

12
(53)
33
1
(33
22
(Lo
3 3
<l ! l)
37276
Kazda konvexna linearna kombinacia tychto Styroch krajnych rieSeni je prv-
kom C jadra skamanej hry. . L '
Z predchadzajuceho vykladu vyplyva, Ze C jadro je velmi silny pojem, ktory
mdzeme prijaf ako vyhovujucu definiciu rieSenia kooperativn.ej hry (P, v).
Problém je viak v tom, Ze existuju celé triedy hier, ktoré maji C jadro pra}zdne.
Napriklad kazda podstatna hra s kon§tantnym sa¢tom ma prazdne C ]adFO.
Neprazdnost C jadra nie je zaruéena ani pre podstatné hry s nekonstantnym
suctom. . . y )
Ani pojem rieSenie N — M, ani pojem C jadro neposkytuju dostatoc':ne
vieobecné rieSenie pre fubovolnit kooperativnu hru. Ukazuje sa, Ze na baze
imputacii sa problém vSeobecného vymedzenia prijatelnych tried .szlefiks)v
v Tubovolnej kooperativnej hre neda riesit. Pri hladani dalSich definicii optimal-

neho rozhodovania v kooperativnych hrach sa preto upsta od pojmu imputa-
cia.

4.3.6 Vyjednavacia mnozina

Nevyhodou pojmov riesenie N — M a C jadro hry je, ie’ neobjasiujl, co sa
v priebehu skutoénej kooperativnej hry robi. Tieto pojmy sit v podstz%te‘: kon21s’-
tentné s predpokladom, Ze vietci hraci utvoria jedint ,,velka* kogllclu a 'ce.ly
problém sa redukuje na (ivahy o tom, ako rozdelit platby v ramci tejto koalicie;
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Je to implicitne obsiahnuté v poZiadavke kolektivnej racionality. Realne konflik-
ty sa vSak len zriedkavo vyznaCuji takouto harméniou. Preto upustime od
predpokladu kolektivnej racionality a budeme analyzovat vysledky v kategd-
ridch formacii platieb. Pokiisime sa zobrazif proces formovania, rozpadu a pre-
meny koali¢nych Struktar.

R. AUMANN a M. MASCHLER navrhli pojem rieSenia kooperativnej hry, ktory
vychadza z principidlne odlidnej logiky ako pojmy riesenie N — M a C jadro,
a nazvali ho vyjedndvacia mnoZina (v anglitine ,,bargaining set*).

Predpokiadajme, Ze pri vzniku koali¢nej $truktary B = (B,, ..., B,,...., B) sa
najprv v kazdej koalicii B, rokuje o rozdeleni garantovanej uhrnnej platby medzi
jej Clenov. Zrejmé je, Ze koalicia, pre ktor neexistuje koali¢ne racionalne
rozdelenie platieb, sa rozpadne. Teda prvym prijatelnym predpokladom je, Ze
vznikaju iba koali¢ne racionalne formacie platieb {x, B}.

Presktmajme teraz koali¢ne racionilnu formaciu platieb

oo x5 (B, .., BYY={x, B}

Vznikd otazka, ako sa spravaju ¢lenovia jednotlivych koalicii. Koali¢na racio-
nalita je urcity typ vnitornej stability koalicii, pri ktorej neexistujii dévody na
rozpad koalicii na mensie zoskupenia. M6Zu viak vznikat iné procesy. Hradi
alebo skupiny hradov v ramci koalicie moéZzu skiimaf moZnosti vystiipenia
z koalicie alebo pripojenia sa k inej koalicii.

Nech T'=(T,, T, ..., T,,) je nejaka koali¢na $truktiira a M je skupina hracov.
MnozZinou parinerov skupiny M vzhladom na koali¢nd §truktiru 7 nazyvame
mnozinu

PM, T)={peT,, T,nM+#0}

Poznamka 4.12

Hrac p je teda partnerom skupiny M, ak patri do rovnakej koalicie z koaliénej Struktiry 7 ako
niektori z &lenov skupiny M. Z hladiska formalnej definicie je kazdy ¢len M aj partnerom skupi-
ny M.

Definicia 4.27
Nech {x, T} je koalicne racionalna formacia platieb hry (P, v), M a L st
neprazdne disjunktné podmnoziny koalicie T,e T, t.j. M, Le T, a M~ L = 0.
Ndmietkou skupiny M proti skupine L nazveme taku koali¢ne racionalnu
formaciu platieb '

{ys U} = {(yls R yn); (U1> sres Ur)}
Ze plati
a) P(M,U)ynL =40,
b) y, > x, pre vietky pe M,
¢) y, 2 x, pre vietky pe P(M, U).
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Objasnime intuitivne tito definiciu. Hraéi zo skupiny M nie st spokojni so
svojimi podielmi na hrnnej platbe koalicie 7. Vyhrazaji sa ostatnym ¢lenom
tejto koalicie, 7 ak sa nezvysia ich podiely, z koalicie vystipia. Tato hrozba ma
viak opodstatnenie len vtedy, ked méZu s hracmi z ostatnych koalicii (bez
pomoci hradov z L) utvorit takil koali¢ne racionalnu Struktaru, ze v prislu$nej
formacii platieb mozu pocitaf s vacsimi platbami, nez mali pri formacii {x, T},
a pritom mozu poniuknut svojim potencialnym partnerom aspoii tolko, kolko
mali pri formacii {x, T}.

Preskiimajme dalej, ako na tto hrozbu budi reagovat hraci zo skupiny L.

Definicia 4.28

Nech {x, T} je koali¢ne racionalna formacia platieb, M, Le T; a {y, U} je
namietka M proti L. Protindmietkou L proti M potom nazveme takl koalicne
racionalnu formaciu platieb

. {Z, V} = {(Zh LR Zn); (I/l, LR V;‘)}
7e plati

a) M P(L, V) =0,

b) z, = x, pre vietky pe P(L, V),

¢) z, 2 y, pre vietky pe P(L, V) n P(M, U). 5

Intuitivne moZeme definiciu 4.28 vysvetlit takto: Clenovia skupiny L hovoria
hratom z M: ,,Ak chcete realizovat svoju hrozbu, mézeme bez vaSej pomoci
utvorit taku koali¢ne racionalnu formaciu platieb, v ktorej si zabezpecime aspon
také platby, ktoré sme mali vo formacii {x, T}, a pritom zabezpeCime vaSim
potencidlnym partnerom, ktorych potrebujete na utvorenie novej formacie,
aspoi také platby, ktoré by ziskali vo formacii {y, U}.* Teda existencia protina-
mietky blokuje mozZnost realizicie namietky.

Teraz uz mdzeme pristapit k definicii vyjednavacej mnoziny.

Definicia 4.29

Koali¢ne racionalnu formaciu platieb nazyvame stabilna, ak proti kazdej
namietke skupiny M proti Iubovolnej skupine L existuje protinamietka
L proti M. Vyjednavacou mnoZinou nazveme mnozinu vSetkych stabilnych
formacii platieb hry (P, v).

Mozno dokazat, Ze pre Iubovolnu kooperativnu hru (P, v) je vyjednavacia
mnozZina neprazdna, pricom C jadro hry (ak existuje) je vzdy stiéastou vyjedna-
vacej mnoziny.

Priklad 4.16

Preskumajme kooperativnu hru troch hracov s charakteristickou funkciou
v(@) =0
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v({1}) = v(12) = v(3)) = 0
v({1,2) =2, v({1,3}) =3, ({2, 3) =2
v({l,2,3) =3

Predpokladajme, Ze vznikaja iba koaliéne raciondlne formécie platieb. For-
macia platieb s koalicnou Struktirou, ktora sa skladd iba z koalicie vietkych
hracov, nie je v tomto pripade koali¢ne racionalna (C jadro tejto hry je prazdne).

LPahko sa presved¢ime o tom, Ze kazda dvojélennd koalicia v tejto hre je
vnutorne stabilna v tom zmysle, Ze existuje prislu$né koali¢ne racionilne rozde-
lenie platieb. Z formalneho hiadiska je vniitorne stabilna aj kazda jednoc¢lenna
,.koalicia“.

Ukazeme, ako overit, ¢i niektora formacia platieb je stabilnd v zmysle
definicie 4.29, t.j. ¢i je prvkom vyjednavace] mnoZiny. Preskiimajme napr.
formaciu platieb

{x, Ty = {(1, 1, 0); ({1, 2}, {3})}

Tato formacia platieb je zrejme koali¢ne racionalna. Nech M = {1}, L = {2}
a U= ({1, 3}, {2}). Potom {1, 3} je zrejme jedina koalicia, do ktorej mdze prvy
hra¢ vstupif, ak nespolupracuje s druhym hracom. Néamietkou M proti L
(v naSom pripade prvého hraca proti druhému) je kazda formécia platieb

v, Ub =10, 0, y3); ({1, 3}, 21}

ktora je koali¢ne raciondlna a pre ktoru plati
i+ys=3 3 >1 ;20

Z tejto sustavy vyplyva, ze l <y, <3 ay,=3—y.

Preskiimame dalej protinamietky L = {2}. Ak druhy hrac¢ nespolupracuje
s prvym hracom, modze spolupracovat iba s tretim hracom. Protinamietkou
L proti M bude kazda koali¢ne racionalna formacia platieb

z V=10, z,, z9; {1}, {2, 3D}
pre ktort plati

Htz=2,22>1, >3-y,

Z tejto sustavy vyplyva, Ze pre 2 = y, > 1 st posledné dve nerovnice nekon-
zistentné. Existuju teda také namietky prvého hraca proti druhému hracovi, pre
ktoré nema druhy hra¢ protinamietky. Preto pévodna formacia platieb {x, T}
nie je stabilnd a nepatri do vyjednavacej mnozZiny.
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Preskimajme teraz formaciu platieb
ey ={(3. 2 0): 1,2 o)
k 2 ki 2 2 2 2 b

a aplikujme ten isty postup. Zistime, Ze proti kazdej namietke prvého hraca
existuje protinamietka druhého hraca a naopak, t.j. tato formadcia je stabilna
a je prvkom vyjednavacej mnoziny.

Pozniamka 4.13

1. Pri nepatrnych zmenach vychodiskovych predpokladov moézZzeme definovat rozne triedy
vyjednavacich mnozin. Podrobnt analyzu vyjednavacej mnoziny, jej vlastnosti, modifikacii a nume-
rického odvodenia obsahuje napr. [4].

2. Z podobnej logiky ako vyjednavacia mnozina vychadza aj pojem tzv. K jadra hry (z anglické-
ho ..kernel”, t.j. . vnitrajSok jadra™), ktory zaviedli M. Davis a M. MASCHLER (pozri napr. [5]).
Tento pojem upusta od poZiadavky koali¢nej racionality a hlada stabilné vysledky medzi individual-
ne racionalnymi formaciami platieb.

4.3.7 N jadro hry

Nevyhodou réznych tried vysledkov, ktoré sme doteraz definovali, je ich
mnohoznac¢nost. Hovoria nam spravidla tolko: ,,Ak sa dand hra nachadza
v tom ¢ onom stave, neexistuje dovod na jeho zmenu*. Z normativneho
hladiska neposkytuje jednoznac¢ny predpis, podla ktorého sa maji spravaf
racionalni ucastnici konfliktu, modelovaného kooperativnou hrou.

Velmi uzitoény pojem vSeobecného rieSenia kooperativne] hry » hracov
s prenosnymi platbami, tzv. N jadro (z anglické¢ho ,,nucleolus®, t.j. ,,jadierko*)
navrhol v roku 1968 D. SCHMEIDLER. Tento pojem vychadza z predpokladu, Ze
vSetci hraci v kooperativnej hre maji zaujem dohodnuf sa o individualne
a kolektivne racionalnom rozdeleni (t. j. imputacii), ktora vyvola v istom zmysle
,-najmensie namietky‘* potencidlnych koalicii. Ide teda o kompromisné riesenie
v ramci spoluprace vSetkych hracov.

Nech

xe E(v)

jeimputacia v hre (P, v). Mnozinu vetkych neprazdnych koalicii v hre n hradov
oznacime ako R, kde R, obsahuje » = 2" — | prvkov.

Veli¢inu

d(x, S) =v(S) — . x,
reS

nazveme diferenciou koalicie S « P vzhladom na imputaciu x.

Zrejmé je, Ze ak d(x, S) > 0, potom koalicia S moZe vetovat dohodu o impu-
tacii x, pretoZe si moZe samostatnym postupom zabezpedit vysiiu Uhrnni
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platbu, ako jej ponuka dand imputacia. Ak d(x, S) < 0, potom koalicia S nie
je schopna vetovat dohodu o imputacii x, pretoze samostatny postup jej neza-
bezpedi vys§iu Ghrnni platbu. V kazdom pripade ma koalicia S zdujem na tom,
aby diferencia d(x, S) bola ¢o najmensia. Pri rokovani o navrhu dohody
o imputacii x bude najviac namietaf koalicia s najvy$Sou diferenciou.

Nech x, ye E(v) si dve imputacie v hre (P, v) a R, je mnoZina vsetkych
potencialnych neprazdnych koalicii.

Imputécia x je prijatelnejSia ako imputacia y, ak

max d(x, S) < max d(y, S)
0

SeR, SeR,

Inymi slovami, prijatelnejsia je taka z dvoch imputacii, ktora vyvola menSiu
maximéalnu namietku. V pripade, Ze maximalne diferencie pre imputdcie xa y'su
rovnaké, porovname nasledujice diferencie ¢o do velkosti, a imputicia x bude
prijatelnejsia ako imputacia y, ak druha diferencia ¢o do velkosti pre x bude
mensia ako druha ¢o do velkosti diferencia pre y atd.

Sformulujeme reléciu ,,imputécia x je prijatelnejsia ako imputacia y** vse-
obecne. Pre kazdu imputaciu xe E(v) definujeme vektor 7(x) tak, ze

T(x) = d(x, Sp)
kde S,e Ry, k= 1,2, ..., 2" — 1, priom plati, ze pre lubovolné i, j také Ze i < j

T:(x) = T(%)
Vektor
T(x) = (T)(x), T(x), ..., T;(x))

teda vznikne usporiadanim diferencii v8etkych myslitelnych koalicii zostupne
(od najvicsej k najmensej).

Vektor T(x) je lexikograficky mensi ako vektor T(y), ak T(x) # T(y) a prva
nenulova zlozka vektora

T(x)— T(y)
je zaporna. Relaciu ,,lexikograficky mensi* zapisujeme
T(x) lex < T(y)
Vektor T(x) je lexikograficky mensi alebo rovny vektoru T(y), ak alebo
T(x) = T(y), alebo T(x) je lexikograficky mensi ako T(y). Thto relaciu zapisu-
jeme

T(x)lex = T(y)
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Definicia 4.30
Imputacia x je prijatelnejSia ako imputacia y, ak plati
T(x)lex < T(y)

Imputacie x a y su rovnako prijatelné, ak

T(x) = T(y)

. Na zéklade uvedenych Gvah moéZeme definovat ,,najprijatelnej$iu imputa-
ciu.

Definicia 4.31
N jadrom kooperativnej hry (P, v) nazyvame taku imputaciu x,€ E(v), pre
ktorta
T(x) lex < T(x)
pre vietky xe E(v).

Inymi slovami, N jadro je také individualne a kolektivne raciondlne rozdele--

nie (imputacia), pre ktoré, v porovnani s ostatnymi imputiciami, je maximalna
namietka Co najnizSia.

MozZno dokazat nasledujiice tvrdenie o vlastnostiach N jadra kooperativnej
hry:

Veta 4.5

a) Pre kazdﬁ kooperativnu hru (P, v) existuje prave jedno N jadro.
b) Ak C jadro kooperativnej hry (P, v) nie je prazdne, potom N jadro je
prvkom C jadra hry.
. ¢) N jadro kooperativnej hry je vzdy prvkom vyjednavacej mnoZiny tejto
ry.
Na vypocet N jadra kooperativnej hry mdZeme upravif zname met6dy linear-
neho programovania.

4.3.8 Shapleyho hodnota hry

Uplne odli$ny pristup k rie§eniu kooperativnej hry (P, v) navrhol v roku 1953
L. S. SHAPLEY. Pre jeho pojem rieSenia sa v literatire zauzival nazov Shapleyho
h'odnot'a kooperativnej hry. Tento pojem vychadza z apriérneho ocenenia pozi-
cie a sily kazdého hraca z hladiska moznosti koali¢nej spoluprace.

L. S. SHAPLEY priradil kazdému hracovi v hre (P, v) &slo A (v), ktoré nazval
hodnota p-tého hraca. Vektor T

h@) = (h(v), hy(v), ..., h,(v))
hodnét jednotlivych hradov odvodil na zaklade tychto predpokladov:
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a) Hodnota hraca zavisi iba od charakteristickej funkcie, a nie od oznadenia
hraca. Ak maji hradi i ajv hre (P, v) také postavenie, Ze hodnota charakteristic-
kej funkcie pre Tubovolnt koaliciu sa nezmeni, ked v nej zamenime hraca i za
hraca j, tak hodnota hry pre obidvoch hracov je rovnaka.

b) Vektor h(v) hodnét jednotlivych hracov v hre (P, v) je imputaciou.

¢) Lahko sa presved¢ime o tom, Ze sucet dvoch charakteristickych funkcii
u a v hier (P, u) a (P, v) je charakteristickou funkciou w=u+ v novej
hry (P, w). Stet vektorov hodnét jednotlivych hracov v hrach (P, u) a (P, v) sa
potom rovna vektoru hodnét v hre (P, w), teda

h(w) = h(u) + h(v)

Shapley dokéazal, e tymto trom predpokladom vyhovuje jediny vektor A(v)
taky, ze
h,(v) = ), Q(S)[v(S) — v(S — {p}] (4.15)

SeP
pesS

kde
_(SI=D!=—|Sh!
n!

(4.16)

()
pri¢om |S] je pocet prvkov mnoziny S. Suma (4.15) sa berie podla vsetkych
koalicii, ktorych ¢lenom moze byt hrac p.

Definicia 4.32

Vektor h(v) = (,(v), hy(v),..., h,(v)), ktorého zlozky st definované vztahmi
(4.14) a (4.15), sa nazyva Shapleyho vektor alebo Shapleyho hodnota koopera-
tivnej hry (P, v).

Priklad 4.17

Odvodime explicitné vyrazy pre Shapleyho hodnoty hracov v kooperativnej
hre troch hradov. Zo vzorcov (4.14) a (4.15) urlime

hmw=§wn9+éwahn»~w&m+é@GL%y~
—wam+§mu¢s»—ma3m
hxm=§muw+éwaumy—wﬂm+%hﬁzan—

—v«ﬂn+§wauz3n—vah3m
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hy(v) = % o((3)) + é [v({1, 3) — o] + % [0(12, 3}) —

— o) + % ({1, 2, 3) — v({1, 2})]

Preskiimajme hru troch hracov s charakteristickou funkciou
v(0)=0
v({) = v({2) = v({3) = 0
v({l, 2D =2, ({1, 3 =3, 0({2, 3) =2
v({1,2,3) =3

Podla vyssie odvodenych vzorcov uréime Shapleyho hodnoty hradov:
7 4 7
hv) =—, hy) = -, hay(v) = —
1 p 2(v) p 3(v) p

Pokusme sa intuitivne interpretovat pojem Shapleyho hodnoty kooperativ-

nej hry. Veli¢ina
v(S) — v(S — {p})

zo vzorca (4.14) udava prinos p-tého hrada koalicii S. UkaZeme jeden z moz-
nych sposobov interpretécie veliginy Q(S).

Predpokladajme, Ze v hre troch hracov ,,velkd koalicia“ vietkych hracov
vznika postupnym spajanim jednotlivych hraov (jedného, dvoch a troch),
pricom kazdy sposob takéhoto vzniku ,,velkej koalicie* Jje rovnako pravdepo-
dobny. Méame teda Sest moznosti vzniku ,,velkej koalicie*:

5 L

-

M

—_ R W W N e
W o= N o= W N
BN W e N = W

»

kazdy s pravdepodobnostou é

V dvoch z tychto pripadov je prvy hraé prvym ¢lenom vznikajucej koalicie.
Jeho prinos predstavuje velid¢inu
v({1}) — v(®)
teda s pravdepodobnosfou 1/3 mdZe ofakavat platbu v({1}) (v priklade 4.17
platbu 0).
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V jednom z pripadov sa prvy hrac podiela na vzniku velkej koalicie tak, Ze
sa pripoji k druhému hracovi, t.j. je druhym v postupnosti formovania velkej
koalicie po druhom hracovi. S pravdepodobnostou 1/6 mbze teda ocakavat
sumu, ktora sa rovna jeho prinosu koalicii, t. j.

({1, 2) — o({2})

(v priklade 4.17 platbu 2). Analogicky v jednom z moznych pripadov je druhym
¢lenom postupnosti hracov utvarajucich velku koaliciu po trefom hracovi,
a teda s pravdepodobnostou 1/6 moze oakdvaf sumu

v({1, 3) — v({3})
(v priklade 4.17 platbu 3).
V dvoch pripadoch je prvy hra¢ poslednym ¢lenom postupnosti hracov pri
utvarani velkej koalicie, a teda s pravdepodobnostfou 1/3 mo6ze ocakavat sumu

v({1, 2, 3} —v({2, 3})
(v priklade 4.17 platbu 1).

Veli¢iny Q(S) predstavuji teda pravdepodobnosti prislusnych sposobov
utvarania velkej koalicie hra¢ov. Shapleyho hodnota p-tého hraca predstavuje
strednit hodnotu prinosu tohto hraca koalicii v8etkych hracov pri vSetkych
moznych spésoboch utvarania velkej koalicie. Charakterizuje v urcitom zmysle
jeho ,.silu‘ z hladiska moZnosti spoluprace s ostatnymi hracémi.

Poznamka 4.14

Pojmy rieSenia kooperativnych hier, opisané v predchadzajucich odsekoch, nevyéerpavaju
vietky existujuce pristupy.

Jednym smerom rozvoja kooperativnej teorie hier je analyza rieSeni za predpokladu, Ze mnozina
pripustnych koaliénych §truktar neobsahuje vsetky myslitelné koali¢né §truktury.

Niektori autori analyzuji kooperativne hry, v ktorych sa upiista od predpokladu prenosnosti
platieb. V hrach s neprenosnymi platbami je predmetom koali¢nej spoluprace iba koordinacia volby
stratégii, otazka rozdelovania Ghrnnej platby koalicie odpada.

Daldim smerom rozvoja kooperativnej tedrie hier je zdokonalovanie pojmu charakteristickej
funkcie. W. LUukaAs a L. THRALL zovSeobecnili charakteristickt funkciu kooperativnej hry tak, aby
vyjadrovala zavislost platby koalicie nielen od jej zloZenia a velkosti, ale aj od existujicej koalicnej
Struktary, t.j. od rozdelenia ostatnych hracov do rdznych koalicii.

Novatorskym a netradiénym spdsobomn k samotnému pojmu koaliénej Struktiry pristupuje
N. N. VorosJgv, ktory skiima optimalne rozhodovanie v pripade konfliktnych situacii, v ktorych
modzZu byt ti isti hradi zaroven ¢lenmi viacerych koalicii (koaliéné $truktiry nemusia byt disjunktné).

4.4 APLIKACIE HIER »n HRACOV

Uvedme charakteristicky priklad ekonomickej aplikacie modelov nekoope-
rativnej teorie hier n hracov.
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Jednym z ekonomickych rozhodovacich problémov je stanovif také objemy
vyroby v ramci odvetvia a stanovit taka cenu produkcie odvetvia, ktoré zabez-
pecuji rovnovahu medzi thrnnou ponukou odvetvia a thrnnym spotrebitel-
skym dopytom v podmienkach prispdsobujicich sa cien, pri¢om kazdy podnik
odvetvia realizuje pri danych cenach a danom rozdeleni objemov vyroby maxi-
malny zisk. Sformulujeme zjednoduseny model tohto rozhodovacieho problé-
mu ako hru »n hracov.

Ozna¢me P = {1, 2, ..., n} mnozinu podnikov skiimaného odvetvia, x, objem
vyroby p-tého podniku, L, ndkladova funkciu p-tého podniku, d, maximalnu
vyrobnu kapacitu p-tého podniku a f funkciu vyjadrujicu zavislost medzi
uhrnnou ponukou a rovnovaznou cenou produkcie odvetvia. Predpokladajme,
Ze f je konvexna klesajuca funkcia (thrnnej ponuky

n
1= X,
p=1

a L, st konkavne rastiice funkcie prislu$nych objemov vyroby x,. Predpokladaj-
me dalej, ze funkcie f'a L, st asponi dvakrat spojite diferencovatelné. Preskiima-
me nasledujucu hru » hracov:

Kazdy hrac (podnik) maximalizuje svoju platbu (zisk)

n

F X1y Xap ooer X)) = X, f(Z x,) — L,(x,) (4.16)

i=1
na mnozine stratégii
X,={x,eE,0<x,=d,} 4.17)

Ak su splnené predpoklady o funkciach f'a L,, potom hry (4.16) a (4.17) maji
podla vety 4.1 aspon jeden rovnovazny bod.
Osobitne jednoduchy pripad uvedenej hry dostaneme vtedy, ked funkcie
fa L, su linearne, t.j.
f=ay,— at
L,(x,)=c,x,+ b,

kde ay, a, c,, b, st nezaporné konstanty. Potom skimame hru » hracov s mnozi-
nami stratégii (4.17) a s funkciami platieb

E(xy, x5 ...,x,,)=[—azx,--i-ao—cp}xp—bp (4.18)
i=1

i=

Vidime, ze funkcia (4.18) je kvadraticka. Vhodnou aplikaciou Kuhno-
vych—Tuckerovych podmienok pre rovnovazne body v hre (4.18) a (4.17)
dostaneme sustavu:
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—Ax—u+a,—c=0

d—x=20
X u=0 (4.19)
xX"(—Ax—u+ay—c)=0
u(d-x)=0
kde
2a a .. a
Al @ 2a¢ ... a
c'l a ... 2a
c=(cp, Cy ..., )"
a, = (ay, ag, ..., ay)”
d=(, d, ..., d)"
x=(x, X5 ..., x,)7
u=(u, uy ..., u)"

Podmienky (4.19) st v tomto pripade postadujiicimi podmienkami pre rov-
novaZne body. KedZe kazda funkcia (4.18) je rydzo konkavna podla x, pre
vietky x,€X;, i # p, hra (4.18) a (4.19) m4 jediny rovnovazny bod. Sustavu
(4.19) mdzeme vyriesit (a tym aj najst rovnovazny bod) napr. Lemkeho meto-
dou kvadratického programovania.

Dalim typickym prikladom konfliktnej situdcie s ekonomickou interpreté-
ciou, ktort moZno modelovat pomocou nekooperativnej hry » hracov, je prob-
lém optimalneho rozdelenia prostriedkov na propagaciu a rozvoj sluZieb na
zahrani¢nych trhoch.

Nech p=1, 2, ..., n st konkurujice firmy a i =1, 2, ..., m su krajiny,
v ktorych tieto firmy sutazia o ziskanie objednavok. OznaCme

s, — uhrnny objem objednavok v i-tej krajine,

a,;, — prostriedky vynalozené v minulosti p-tou firmou v i-tej krajine,

b, — sumu prostriedkov, ktoré moze p-ta firma vynalozZit na propagaciu
a rozvoj sluzieb v skumanom obdobi,

. — premennt charakterizujicu prostriedky vynaloZené p-tou firmou
v i-tej krajine v skimanom obdobi.

Predpokladame, ze

Xp

a,> 0 (4.20)
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pre vietky p=1,2, ..., nai=1,2, ..., m, t.j. kazda firma u? v minulosti
investovala vo vietkych krajinich.

V i-tej krajine ziska p-ta firma taka ¢ast z ahrnného objemu objednéavok,
ktora je umerna podielu sumy prostriedkov vynaloZenych touto firmou v i-tej
krajine v minulych obdobiach a v skimanom obdobi k sume vietkych prostried-
kov vynaloZenych na tomto trhu vietkymi konkurujticimi firmami. Kazda firma
hlada taki stratégiu rozdelenia nakladov na propagéciu

X, = (X,1, X5 oo Xpm)

ktora jej zabezpeci ¢o najvacsiu sumu objednavok zo vietkych krajin.
Uvedeny problém mézeme formulovaf ako hru n hra¢ov s mnoZFinami straté-
gii hracov

sz{xpeEm, Y x,<b, x,,,@O} (4.21)
i=1
a funkciami platieb
o (xit+a)s
M,(x)= ) . L (4.22)
i=1
Z (X + a)

k=1

Vsetky mnoZiny X, st zrejme konvexné a kompaktné. Pre kazdép=1,2, ...,
n mézeme funkciu

Mp(x) = Mp(xia Xos eeey xn)

zapisat ako sucet funkcii

f/;i(xli’ Xy vees Xpp) = M 4.23)

n

Z (i + )

k=1
ktore st vzhladom na x, funkciami jednej premennej. Lahko sa presveddime
o tom, Ze za predpokladu (4.20) su funkcie (4.23) vSade spojité, teda aj funkcie
(4.20) st vsade spojité. Kedze

0% 2s; Z (x + )
yx.._,, n 3
? ( > (o + aki))
k=1
pres; >0, x,20,a,>0k=1,2, ..., nje funkcia J,i rydzo konkavna vzhla-
dom na x,, pre vietky nezaporné x,., ..., Xp_1.is Xpy1.is o= Xy Z toho vyplyva,

7e kazda funkcia
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Mp(x) = Z fpi(xlia Xogs wees Xpg)

i=1

je rydzo konkavna podla x,e X, pre vietky (x,, ..., X, 15
XXX oo XX, (XX, X...xX,.

Ukazali sme, Ze pre skimant hru st splnené predpoklady vety 4.3, hra (4.22)
a (4.21) ma teda za predpokladu (4.20) jediny rovnovazny bod, ktory mdzeme
hladat s vyuzitim poznatkov teorie nelinearneho programovania. Ak konkuru-
Juce firmy neuzatvaraji dohody o delbe trhov, t.]. ak skiman4 hra je nekoope-
rativna, tak optimalnou stratégiou kazdej firmy bude jej rovnovazna stratégia
z jediného rovnovazneho bodu.

Obidva uvedené modely mozno skiimat aj ako kooperativne hry s tym,
Ze pripustime mozZnost zaviznych dohéd (o objemoch vyroby v prvom pripade
a delbe trhov v druhom pripade). Z modelu hry v norméalnom tvare potom treba
v stlade s poznatkami zo stati 4.3.2 odvodit charakteristickl funkciu a pokusit
sa o aplikaciu napr. C jadra alebo N jadra pri uréovani optimalnych dohéd.

Xpiis ooes X)) €X) X
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5 MODELY ROZHODOVANIA ZA RIZIKA
A NEURCITOSTI

Spomedzi modelov konfliktnych rozhodovacich situacii mozno vyc€lenit jed-
nu triedu — modely rozhodovania za rizika a neurcitosti. V tejto kapitole
opiseme len modely konfliktnych rozhodovacich situacii s jednym racionalnym
a jednym indiferentnym tcéastnikom. Najprv preskimame modely rozhodova-
nia za rizika a neurditosti ako hry proti prirode, ako aj zakladné principy ich
rieSenia. Dalej opiSeme hry s ohrani¢eniami a ukaZeme, Ze ich rieSenie je ekviva-
lentné rieSeniu zodpovedajiicemu tlohe matematického programovania. V zavere
preskimame modely s p raciondlnymi uc¢astnikmi a uvedieme prehlad aplikacii
modelov rozhodovania za rizika a neurcitosti.

5.1 ROZHODOVANIE ZA RIZIKA A NEURCITOSTI

Konfliktné rozhodovacie situacie s jednym racionalnym a jednym indiferent-
nym Ucastnikom a s vektorovym ohodnotenim vysledkov rozhodovania sa
v praxi Casto vyskytuji. Vieobecny model takejto rozhodovacej situacie sme
opisali v prvej kapitole.

Vysledky mnohych ekonomickych rozhodnuti asto zavisia od faktorov, pri
ktorych vopred nevieme ur¢it, do akej miery budut pdsobif. Mozno predpokla-
dat, Ze ich pdsobenie nie je cielavedomo regulované. Takyto ndhodny vplyv
faktorov na efektivnost ¢innosti nazyvame pdsobenim prirody alebo stavom
prirody. Nie je nudza o rozhodovacie situacie, ktoré zahifiaji pdsobenie takychto
faktorov. Podobné situdcie ¢asto vznikaji napriklad v investicnej politike, kde
ide o tzv. stratégiu investora, t.j. o rozhodnutie investora, kedy a kde stavaf za
predpokladu, 7e dosledky takéhoto rozhodnutia st z ekonomického alebo ekolo-
gického hladiska rizikové alebo neurcité. Takyto charakter maji aj mnohé
rozhodnutia v odvetviach, ktoré zavisia od prirodnych podmienok (polnohos-
podarstvo, tazobny priemysel a pod.). S rozhodovanim za rizika a neurcitosti sa
stretdvame aj v mnohych inych situdciach ekonomickej praxe, napr. pri plano-
vani oprav.

Niektoré problémy spojené s rozhodovanim za rizika a neurcitosti naznadime
v nasledujucom priklade.
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Priklad 5.1

Podnik ma tri stroje ako nadnormativne zdsoby. Ma moznost predat ich
s rocnou zaruc¢nou lehotou, priCom za jeden dostane 6 000,— K¢&s. Ak sa viak
v prevadzke pocas zaruky ukaze, Ze stroj bol chybny, musi podnik zaplatif
kupujicemu pokutu 9000,— Kds.

Podnik sa méze rozhodniif, Ze nepreda ani jeden stroj, pred4 jeden, dva alebo
vietky tri stroje. Tieto alternativy potom predstavuju stratégie racionalneho
ucastnika tejto rozhodovacej situacie. Oznaéime ich ako 0, 1, 2, 3. Z hladiska
indiferentného ucastnika mozu nastat tieto pripady. Pocas zaruky bud vietky
stroje pracovaf spolahlivo, alebo sa ukaze, Ze jeden, dva alebo vietky tri stroje
budu chybné. Za predpokladu, Ze podnik nema nijaka informéaciu o spolahli-
vosti strojov, mozeme platby (v tisicoch), ktoré ziska predajom daného poctu
strojov pri zodpovedajicom pocte chybnych strojov zapisaf v tab. 5.i. Pozna-
menéavame, Ze ¢isla v 2. a 3. riadku a 2. a 3. stipci s uréené ako stredné hodnoty

(napr. ¢islo 6 v 3. riadku a 2. stipci uréime takto: 12 ——;— 18 = 6). Uvahy

o raciondlnom rozhodovani v skimanej situacii opiSeme neskor.

Tabulka 5.1
Pocet chybnych
strojov
Pocet 0 l 2 3
predanych strojov
0 0 . 0 0 0
1 6 3 0 -3
2 12 6 0 -6
3 18 9 0 -9

Problémy rozhodovania za rizika a neurditosti skimame dalej z hladiska
teorie hier. Hlavné principy ich rieSenia budeme analyzovat na hrach proti
prirode a hrach s ohraniCeniami. Najprv v8ak preskimame problémy volby
rieSenia (rozhodovania) vieobecnejSie. Pre hibsie §tudium teodrie rozhodovania
je viak potrebné oboznamif sa so zakladnymi pojmami tedrie uzito¢nosti.
Vzhladom na ohranic¢enost rozsahu tejto prace nemoézeme venovat pozornost
problémom teérie uzitoénosti. Citatel, ktory chce hlbsie skamat tieto problémy,
moéze najst zakladné poznatky z tedrie uZitoénosti v domacej literatire napr.
v [33] a [42] a podrobnejsie v zahranicnej literattre, napr. [18].

Uloha rozhodovania alebo volby riesenia bola pdvodne zavedena v tedrii
Statistického rozhodovania (pozri [71]). V rozhodovacej situacii racionalny
ucastnik voli niektort alternativu z daného siiboru alternativ x,, x,, ..., x,.
Predpoklada sa, Ze porovnatelna efektivnost (uzitoénost), ktora z tejto volby
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vyplyva, zavisi od toho, aky stav prirody y,, y,, ..., ¥, mOZe nastaf. Kazda
dvojica (x;, y,) predstavuje niektory vysledok takého rozhodovania. Predpokla-
dajme, ze tieto vysledky mozno usporiadat podla ich preferencii z hladiska
racionalneho Gcéastnika a vyjadrif pomocou funkcie uZitocnosti (pozri [33]).
Takto rozhodovaciu situaciu mézeme upravit na zodpovedajiacu maticovit hru
s maticou platieb A = (a;), kde g; je uZito¢nost spojend s dvojicou (x;, y)).

Ulohy rozhodovania v8ak nemozno analyzovat vSeobecne. Vyhodnejsie je
skumat Specialne triedy takych uloh. Tieto ulohy klasifikujeme podla toho, ¢i
sa rozhodovanie uskutocnuje za

a) urcitost,

b) rizika,

¢) neurditosti.

V literatire sa tieto ulohy rozlisuju aj podla toho, ¢&i sa rozhoduje jednotlivec
alebo kolektiv (skupina). Jednotlivec mozZe zastupovat aj kolektiv, ktory ma
jednotny zaujem. Skupina tvori sihrn jednotlivcov, ktorych protikladnost zauj-
mov moZe vyustit do konfliktu alebo do urcitej dohody medzi nimi.

a) Rozhodovanie za uréitosti. V tomto pripade volba kazdej alternativy x;
vedie k niektorému konkrétnemu vysledku, ktory s uréitostou nastane. Ulohou
rozhodovania za uréitosti potom je volba takého variantu, ktory zabezpeci
maximum alebo minimum niektorej vopred urcenej charakteristiky alebo uka-
zovatela. Nech x, je lTubovolny variant z mnoziny variantov X a f(x;) je ukazova-
tel efektivnosti (kvality) spojeny s volbou variantu x;. Matematicky tiito Gilohu
moézeme formulovaf takto: Treba volit taky variant x;€ X, Ze

f(x;) = max f(x;)

fx) = min /(x)

alebo

Tieto ilohy sa Casto vyskytuju v ekonomike. Vtedy ukazovatel efektivnosti
nadobuda konkrétnu formu, napr. zisk, objem vyroby, naklady na vyrobu.
Poznamenavame, Ze aj deterministické modely matematického programovania,
ktoré sa dnes Siroko vyuzivaji v priemyselnom riadeni a planovani, st viastne
ulohy rozhodovania za urcitosti. Rozvoj metéd matematického programovania
umoznil podstatny krok vpred pri rieSeni tloh tohto typu. Na druhej strane je
zrejmé, Ze tieto ulohy nemozno ¢asto Gspesne aplikovat v praxi, pretoze neipine
charakterizujit skimana skuto¢nost. Len v malo pripadoch mdézeme o jednotli-
vych faktoroch vstupujucich do tlohy povedat s uritostou, ako budi posobit.'

' Aj v Ulohe rozhodovania za uritosti vznikaja problémy vtedy, ked sa tazko da urdif ukazovatel
efektivnosti (kvality) spojeny s volbou daného variantu, napr. pri rozhodovani o kiipe niektorych
tovarov z daného sliboru, ktoré sa neodliSuju cenou, ale niektorymi vlastnostami, farbou, tvarom

a pod. Rozhodovanie v takychto pripadoch ma subjektivny charakter a musi sa skiimat z tohto
hladiska.
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b) Rozhodovanie za rizika. V tomto pripade volba niektorého variantu racio-
nalnym dcastnikom vedie ku konkrétnemu vysledku, ktory zavisi od volby
alternativy indiferentnym ucastnikom (od stavu prirody). Predpoklada sa, ze
indiferentny ucastnik voli svoje alternativy podla niektorého pravdepodobnost-
neho rozdelenia, ktoré je zndme. Inymi slovami, pre stavy prirody y,, vy, ..., ¥,
pozname Cisla py, p,, ..., p, (p; st nezaporné a ich sucet sa rovna 1). Potom p,
oznacuje pravdepodobnost, s ktorou indiferentny ti¢astnik voli svoj i-ty variant.
Zrejmé je, Ze ak p; sa rovnaju len 0 alebo len 1, nastava pripad rozhodovania za
urcitosti. Racionalny Gcastnik musi pri vybere svojich variantov skifimat prie-
merné vysledky, ku ktorym tieto volby veda. Jeho rozhodovacia tiloha bude vo
volbe takého variantu, ktory mu zarucuje maximalny priemerny vysledok.
O rozhodovani za rizika mozZno hovorit aj vtedy, ked sice nepozname pravdepo-
dobnostné rozdelenie na mnoZine stavov prirody, ale mame uréiti informéaciu
o tomto rozdeleni (napr. pozname intervaly, v ktorych sa nachadzaju jednotlivé
pravdepodobnosti).

¢) Rozhodovanie za neurcitosti. V tomto pripade volba variantu racionalnym
ucastnikom vedie k mnozine moznych vysledkov, ktoré zavisia od volby varian-
tu indiferentnym ucastnikom. Indiferentny udastnik voli svoje varianty podfa
niektorého pravdepodobnostného rozdelenia, ktoré viak nie je zname. Teda pre
jednotlivé stavy prirody y,; nie st zname &isla p, (pravdepodobnosti, s ktorymi
indiferentny ucastnik voli svoje varianty). V tomto je podstata neurcitosti
spravania indiferentného G¢astnika. Rozhodovacia uloha racionalneho udastni-
ka je teda vo vybere takého variantu, ktory mu zaru¢i maximalny priemerny
vysledok za tychto predpokladov. Zrejmé je, Ze to nie je jednoducha Gloha. Jej
rieSenie je vSak aktualne, pretoze takéto tlohy sa Casto vyskytuju v ekonomickej
a riadiacej praxi.

Problémy rozhodovania za rizika a neur¢itosti su v literatiire podrobnejsie
a vieobecnej§ie preskimané napr. v [27] a [41]. V tejto kapitole na rielenie Gloh
rozhodovania za rizika a neurcitosti pouzijeme principy rieSenia hier proti
prirode a hier s ohranieniami.'

5.2 HRY PROTI PRIRODE A PRINCIPY ICH RIESENIA

Hry proti prirode su dblezitou triedou teorie hier tak z aplika¢ného, ako aj
z teoretického hladiska.

! Ulohy rozhodovania za rizika a neuréitosti mozno skiimat aj pomocou injch nastrojov ako je
tedria hier. Napriklad na ich riesenie moZno pouzit metédy matematického programovania, ako aj
programovanie za neurditosti alebo programovanie s pravdepodobnostnymi ohrani¢eniami (pozri
[13] a [26]).
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Definicia 5.1

Hrou proti prirode nazveme hru dvoch hradov s nulovym saétom platieb,
v ktorej prvy hrac je raciondlny (teda usiluje sa maximalizovat svoju vyhru)
a druhy hrag je indiferentny k vysledkom hry. Druhého hrdc¢a nazveme priro-
dou.

Na rozdiel od maticovych hier, kde sa predpokladalo, Ze obaja hridi su
raciondlni, v hrach proti prirode sa to predpoklada len o prvom hrac¢ovi. Druhy
hrac¢ (priroda) je alebo niektory neinteligentny systém, alebo sa sprava ako
neinteligentny systém, t.j. je lahostajny k vysledkom hry a neusiluje sa teda
ziskat v tejto hre o najviac (stratif o najmene;).’

Zrejmé je, Ze v praxi existuje vela situdcii, ktoré mézeme modelovat ako hry
proti prirode. Hry proti prirode nachadzaju §iroké moznosti aplikacii v ekono-
mike, v sociolégii, vo vojenskych vedach a v inych oblastiach. Tu vznikaja ¢asto
situdcie, v ktorych posobia faktory, o ktorych vopred nevieme povedat, do akej
miery buda pdsobit, alebo ¢i sa vobec vyskytnu. Preto mézeme predpokladat,
ze posobenie alebo vyskyt tychto faktorov sa nereguluje cielavedomo. Také
situdcie moézeme preto skimat ako hry proti prirode a uvedené faktory mozeme
povazovat za stratégie alebo stavy prirody. Poznamenavame, Ze existuje zjavna
podobnost medzi tlohami rozhodovania za rizika a neuréitosti a hrami proti
prirode. Preto aj rozhodovacie situacie, ktoré sme opisali v predchadzajice;
Casti, méZeme skumat ako hry proti prirode. V tomto zmysle aj priklad 5.1
predstavuje hru proti prirode. K jeho analyze sa vratime neskor.

Prikiad 5.2

Valcovne rar pouzivaju na vyrobu bez§vovych rur tri typy zakladného mate-
rialu — ocelové tyCe. Tieto sa len nepatrne odliSuju svojim chemickym zloZe-
nim. Podmienky nakupu materialu neumoziiuji objednat iba jeden typ. Mate-
rial teda prichddza do skladov bez roztriedenia a jedna dodavka mozZe obsaho-
vaft ty€e rozliénych druhov. Triedenie ty¢i by bolo neefektivne. Pri vyrobe rur
mozu valcovne pouzivat §tyri rozne technologické postupy. Tieto postupy nie su
rovnako vyhodné (z hladiska nakladov na vyrobu) na spracovanie zakladného
materidlu s roznym chemickym zloZenim.

Valcovne sa musia rozhodnut pre taky technologicky postup, ktory zaruci
minimalne nédklady na vyrobu rur aj za predpokladu, Ze mnozZstva jednotlivych
druhov zakladného materialu nie st zname. Naklady na jednotku vyroby pri
jednotlivych technologickych postupoch a zodpovedajicich typoch materialu
st uvedené v tab. 5.2.

Tato situdciu moézeme formulovat ako hru proti prirode s maticou platieb

"Hry proti prirode sa v literatire nazyvaju aj neantagonistické maticové hry.
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Tabulka 5.2

Technologické Typ materialu
postupy I 1 -
4 2 3 25
5 2 2,5 1.5
C 3 2 2.5
D 2 2 1.5

uvedenou v zab. 5.2. Prvym hra¢om budi valcovne rir. Tento hra¢ ma Styri Cisté
stratégie (technologické postupy vyroby), a jeho cielom bude minimalizovat
naklady na vyrobu. Druhym hracom bude priroda, a jej stratégie (stavy) repre-
zentuji dodavky réznych typov materialu.

Priroda voli svoje stratégie (stavy) podla niektorého pravdepodobnostného
rozdelenia na mnozine svojich stratégii, pri¢om toto pravdepodobnostné rozde-
lenie je, alebo nie je zname. Potom za predpokiadu rizika a neurcitosti v sprava-
ni prirody vznika otazka, akymi principmi rozhodovania sa bude riadit prvy
hraé v tejto hre.

Poznamenavame, Ze ani v maticovych hrach prvy hrac nevie, aku stratégiu
voli jeho protivnik. KedZe aj druhy hra¢ je racionalny, prvy hra¢ sa moze
zabezpetit proti neurditosti v jeho spravani iba vtedy, ked sa pri volbe svojich
stratégii riadi minmaxovym principom. Od tohto principu moZe ustipit napr.
vtedy, ak pozna tendencie alebo zvyky v hre svojho protivnika.

5.2.1 Bayesov princip

Analyzujme teraz hry v prirode z hladiska prvého hraca. Najprv predpokla-
dajme, Ze vznika prefiho situicia rozhodovania za rizika. V tomto pripade prvy
hra¢ pozna pravdepodobnostné rozdelenie, podla ktorého priroda voli svoje
stratégie (nastavaju stavy prirody).

Nech je dand hra proti prirode s maticou platieb A = (g))(i =1, 2, ..., m;
j=1,2, ..., n). Potom prvy hra¢ vie, Ze priroda voli svoju j-ti Cistl stratégiu
s pravdepodobnostou p,. Optiméalna stratégia prvého hraca bude taka cista
stratégia, ktord maximalizuje jeho strednit hodnotu platby

n

' Z a;p;

J=1

Poznamka 5.1

Pouzijuc oznadenia druhej kapitoly to znamena, Ze ak je znama zmieSana stratégia druhého
hraca y = (J;, ¥ ---» V), DrvY hrag bude volit tak ista stratégiu i, Ze
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_Zl Qig;V; = MAX -2: )
j= j=

Ak prvy hraé pri rozhodovani za rizika postupuje takto, hovorime, Ze sa riadi
Bayesovym principom.

V praktickych aplikaciach sa zvyc¢ajne predpoklada, Ze prvy hra¢ moéze urcit
pravdepodobnostné rozdelenie, podla ktorého priroda voli svoje stratégie, na
zaklade predchadzajucej sktisenosti (napr. zo Statistického sktimania). Vznika
otazka, nakolko je uvedeny Bayesov princip vhodny na rieenie hier proti
prirode. Hlavné nedostatky tohto principu vyplyvajil z vyhrad proti redlnosti
predpokladanej hypotézy o spravani prirody. Zrejmé je, Ze to, ¢i je, alebo nie je
vhodné pouzZit Bayesov princip, zavisi od konkrétnej skiimanej situacie, pri¢om
treba zvazit aj velkost rizika spojeného s jeho pouZitim. Podrobnejsiu diskusiu
o tomto a inych problémoch pouzitia Bayesovho principu mozno najst v [41].

Niektoré myslienky, ako odstranit nedostatky Bayesovho principu, opiSeme
aj v stati 5.3. DalSie st spojené s vyuZitim poznatkov tedrie uZito¢nosti (pozri
[18]). ,

Prejdime teraz k analyze hier proti prirode v pripade, ked sa prvy hra¢ musi
rozhodovat v podmienkach neurcitosti. Vtedy vznikaju tazkosti s definovanim
optimalnej stratégie prvého hraca. V literature bolo navrhnutych niekolko
principov, podla ktorych by sa mal prvy hra¢ riadif pri rozhodovani za neurci-
tosti. Ukazeme, Ze ani jeden z nich nemozno povazovat jednoznacne za najlepsi.
Preskimame najznamejSie z tychto principov.

5.2.2 Minmaxovy princip

Tento princip pozname z koneénych hier dvoch hracov (maticovych hier).
Preto uvedieme len niekolko poznamok o tomto principe v stvislosti s jeho
pouzitim v hrach proti prirode.

Zrejmé je, ze prvy hra¢ sa v hre proti prirode bude riadif minmaxovym
principom iba vtedy, ked sa chce zabezpedit proti najhor§iemu moZnému stavu
prirody, ktory méze nastat. V takom pripade prvy hra¢ pouzije pri rozhodovani
svoju maxminovu stratégiu, ktord mu zabezpedi najlepsi vysledok za predpokla-
du, ze priroda voli svoju minmaxovi stratégiu.

Vznikd otazka, &i je vhodné pre prvého hraca riadif sa principom minmaxu
pri rozhodovani za neuréitosti. Ukazuje sa, Ze ak sa vieobecne riadi tymto
principom, potom postupuje prili§ opatrne — aZ pesimisticky. Preto je takyto
postup spravny iba vtedy, ked ma pesimizmus zmysel. Tato avahu objasnime na
nasledujucom priklade.
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Priklad 5.3

Zranenie pacienta si vyzaduje okamzitl operaciu. Chirurg pritom nepozna
Jeho zdravotny stav a pre ¢asovu tiesefi ho nemdZe ani zistif. Chirurg méze
pouzit jeden z dvoch moznych spésobov operacie, ktoré ozna¢ime I a 1. Kazdy
z nich zarucuje odli$ni Gspe$nost operacie v zavislosti od zdravotného stavu
pacienta, ktory oznafime ako 4 a B. Pravdepodobnosti uspechu operacie
v zavislosti od pouZitého spdsobu operacie a zdravotného stavu pacienta s
uvedené v zab. 5.3, ktora suCasne predstavuje aj maticu platieb hry proti prirode.

Tabulka 5.3
A B
I 0,7 0,5
It 0,8 0

Pri rozhodovani chirurga v tejto situacii bude namieste opatrnost, z ktorej
vyplyva opravnenost pouzitia minmaxového principu. Preto chirurg voli svoju
maxminovu stratégiu, aby sa zabezpecil aj proti najhor$iemu moZnému stavu
prirody, pretoZe riziko z pouzitia druhej stratégie (spésobu operacie I1) je velmi
velke (smrt pacienta). Teda chirurg sa rozhodne pouZif prvy spdsob operacie (M,
ktory v najhorSom pripade zarucuje jej poloviény tspech.

Vseobecne vSak pouZitie minmaxového principu rozhodovania v hrach proti
prirode nemusi byf opodstatnené. KedZe spravanie prirody je neurcité a nie je
cielavedomé, prvy hra¢ neméa doévody uvazovat o spravani prirody z hladiska
absolutneho pesimizmu.

Priklad 5.4

Nech hra proti prirode je dana maticou platieb

[0 100
A"[o,m 0,02]

PretoZe tato matica platieb obsahuje sedlovy bod (prvok 0,01), podla min-
maxoveho principu bude prvy hra¢ vidy volif svoju druhu stratégiu. Avsak uz
jednoducha logicka analyza vzbudzuje podrozrenie o opravnenosti volby tejto
stratégie prvym hraom.' Prvy hra¢ by bol opravneny volif svoju druhu straté-
giu iba vtedy, ked aj druhy hraé¢ by bol racionalnym hracom.

"'Toto podozrenie sa elte zvidsi, ak uvazime skutoénost, Ze podla tohto principu by prvy hraé
volil svoju druht stratégiu aj za predpokladu, Ze platby v druhom riadku by boli nizsie (blizili by
sa nule) a sicasne platba 100 (v prvom riadku) by sa zvia&ovala.
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Poznamka 5.2

V niektorych situacidch sa prvy hra¢ méze riadif aj podla maxmaxového principu. Pri jeho v

pouziti bude potom prvy hra¢ volit taku stratégiu, ktora mu zabezpecuje najlepsi mozny vysledok.

5.2.3 Savageov princip minmaxu straty

Mame hru proti prirode s maticou platieb A = (a;) typu m x n. Podstata
Savageovho principu spoiva v tom, Ze minmaxovy princip sa aplikuje na
odli$nli maticu platieb, ako je matica A. Tto, tzv. maticu strat uréime takto:
Oznaéme

a; = max ay, pre vietky j
1

Potom maticu strat s prvkami s; definujeme takto:

Si =y — 4
Podla Savageovho principu optimalne rozhodnutie prvého hrada ho ochrani
pred velkymi stratami v porovnani s rozhodnutim, ktoré by uskuto¢nil, ak by
poznal stratégie prirody. Teda optimalnou stratégiou prvého hrada bude taka
jeho Cista stratégia, ktora maximalizuje riadkové minima matice strat.
Na lepdie objasnenie analyzujeme hru z prikladu 5.4 z hladiska tohto princi-
pu. Zodpovedajuca matica strat bude

—0,01 0
0 —99,98

Ak priroda voli svoju prvi stratégiu, tak pre prvého hraca neexistuje nijaké
riziko straty, ak voli svoju druhu stratégiu. Ak vsak voli svoju prva stratégiu,
predsa len urcité riziko straty existuje. Na druhej strane, ak priroda voli druhu
stratégiu, tak v pripade, Ze prvy hra¢ voli prva stratégiu, jeho strata bude
nulova, ale ak voli druhu stratégiu, jeho strata bude velka. Viimnime si, Ze na
rozdiel od povodnej matice platieb (priklad 5.4) matica strat uz neobsahuje
sedlovy bod.

Poznamka 5.3

Princip minmaxu sa zachovava rovnako ako v pdvodnej matici platieb. Vypl):/va to z toho (pozri
druht kapitolu), Ze pripo€itanie alebo odpocitanie konstanty k Tubovolnému stlpcu matice platicb
nemeni poriadok preferencii jednotlivych stratégii.

Ak sa prvy hra¢ riadi Savageovym principom, tak pre kazdy stav prirody
urcuje stratu z volby danej stratégie vo vztahu k lubovolnej inej stratégii. Potom
z dvoch stratégii voli taki, ktord dava mensiu minimalnu stratu. Optimalnou
stratégiou bude taka, ktort preferuje pred lubovolnou inou stratégiou. Mdze
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v8ak nastat pripad (napr. ak niektort stratégiu nemoéze pouzif), ked preferencie
jeho stratégii nezachovavaji tranzitivnost. Potom Savageov princip nevedie
k jednozna¢nému rieSeniu. Existuju aj iné namietky proti pouzitiu tohto prin-
cipu. Tieto s spojené s tedriou uZitoénosti' (pozri napr. [18]).

5.2.4 Hurwiczov princip ukazovatela
optimizmu a pesimizmu

Predchadzajiice dva principy rozhodovania za neurcitosti — minmaxovy
princip, ako aj Savageov princip — moézeme povazovaf za pesimistické v tom
zmysle, Ze pripravuju racionalneho tcéastnika hry na najhor$i mozny pripad
stavu prirody. Hurwicz preto vzal do iivahy nielen najhor$i mozny stav prirody,
ale aj jej najlepsi mozny stav a vytvoril z nich kombindaciu.

OpiSeme v kratkosti tento princip. Nech je dana hra proti prirode s maticou
platieb A = (a;) typu m x n. Pre kazdu istl stratégiu (i-ty riadok matice) prvy
hra¢ urci veliiny

m; = min g
i

M.

1

max a;
J
Inymi slovami, ur¢i minimalny a maximalny prvok v kazdom riadku matice
platieb.
Predpokladajme, Ze prvy hrac voli islo a€ [0, 1], ktoré sa nazyva ukazovatel
optimizmu a pesimizmu. Podla Hurwiczovho principu optimalnou stratégiou
prvého hrada bude taka jeho Cista stratégia, pre ktorta je veli¢ina

am; + (1 — o) M,
maximalna.

Z konstrukcie ukazovatela optimizmu a pesimizmu vyplyva, Zze ak a =1,
potom je to pripad extrémneho pesimizmu, a preto prvy hra¢ povazuje za
optimalnu svoju maxminova stratégiu. Naopak, ak a = 0, potom je to pripad
extrémneho optimizmu, a teda optimalnou bude maxmaxova stratégia.

Hlavny problém pri pouziti Hurwiczovho principu pri rozhodovani za neur-
&itosti je v najdeni spravneho ukazovatela optimizmu a pesimizmu. Pre odstra-
nenie subjektivizmu pri uréovani tohto ukazovatela bolo navrhnutych niekolko
pristupov. Navrhuje sa napr. preskiimat pomocou experimentov rozlicné hod-
noty ukazovatela @ pre konkrétne rozhodovacie tlohy a vybraf tak hodnotu

! Nie je jasné, ¢i rozdiely v uZito&nosti s charakteristickou mierou rizika straty. Napriklad nie
je jasné, ¢i riziko straty pri prechode od stratégie s uZitoénostou 3 k stratégii s uZito¢nostou 1 je
ekvivalentné riziku straty pri prechode od stratégie s uzito¢nostou 9 k stratégii s uzitocnostou 7.
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a, ktora vedie k najlepsim vysledkom. Niekedy moZe prvy hrac uréit presnejsie
tento ukazovatel aj na zaklade predchadzajiacej skusenosti v hre.

Okrem problémov suvisiacich s uréenim ukazovatela optimizmu a pesimiz-
mu boli proti pouzitiu Hurwiczovho principu vyslovené aj iné namietky. Objas-
nime ich na nasledujucich prikladoch.

Priklad 5.5
Mame hru proti prirode s maticou platieb

10000
A‘(01111>

Predpokladajme, Z¢ prvy hraé¢ sa pri rozhodovani v tejto hre bude riadit
Hurwiczovym principom. Potom podla tohto principu obidve jeho stratégie st
optimalne a nezaleZi na tom, ktorti pouZije. To je spdsobené tym, Ze veli¢ina
aom; + (1 — a) M, je pre obidve stratégie rovnaka. Logicky sa vSak javi druha
strategia lepSia ako prva, pretoze mu pri §tyroch stavoch prirody zaruduje
platbu 1, kym prva stratégia mu zarudi tito platbu len v jednom pripade.

Priklad 5.6

Nech je dana hra proti prirode s maticou platieb

—1 3 -1
A= 3 -1 -1
1 I -1

Predpokladajme, Ze prvy hrac sa pri rozhodovani riadi Hurwiczovym princi-
pom a jeho ukazovatel optimizmu a pesimizmu je 1/3. Potom veli¢ina am, +
+ (1 — o) M; pre jeho prvé dve stratégie je 5/3 a pre tretiu stratégiu je 1/3.

Z toho vyplyva, Ze prvé dve stratégie prvého hradéa st optimalne, aviak tretia,
ktora vlastne zodpoveda volbe prvych dvoch s rovnakou pravdepodobnostou,
nie je optimalna.

5.2.5 Princip nedostatoénej evidencie

Tento princip sa nazyva aj princip racionality BERNOULLIHO a LAPLACEA.
Nech je dana hra proti prirode s maticou platieb A = (g;) typu m x n. Prvy hrag
sa rozhoduje pre volbu niektorej stratégie za neurcitosti. Predpokladame, Ze
prvy hra¢ nepozna pravdepodobnosti, s ktorymi priroda voli svoje stratégie.
Podla tohto principu ich povazuje za rovnocenné, teda volbu kaZdej stratégie
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prirody o¢akava s rovnakou pravdepodobnostou. Ak priroda ma n Cistych
stratégii (stavov), volbu kazdej ocakava s pravdepodobnostou 1/n. Potom opti-
malnou stratégiou prvého hraca bude taka {ista stratégia, ktora mu zabezpedi
maximalnu stredni hodnotu platby pri takomto pravdepodobnostnom rozdele-
ni, teda taka i-ta stratégia, pre ktori1 je veliina

maximalna. Citatel Tahko zisti podobnost tohto principu rozhodovania s Baye-
sovym principom rozhodovania za rizika.

Hoci princip nedostatoCnej evidencie sa zda intuitivne prijatelny (ak ni¢
nevieme o stavoch prirody, treba ich ocakavat s rovnakou pravdepodobnos-
fou), mozno ukazaf aj niektoré jeho nedostatky. Jeden z nich bol opisany
v stvislosti s pouzitim Bayesovho principu a dotyka sa stupna realnosti predpo-
kladanej hypotézy o spravani prirody.

Iné nedostatky vyplyvaji z jeho praktického pouzitia. Zrejmé je, Ze pri
rieSeni konkrétnej rozhodovacej Glohy treba najprv najst vietky mozné nezavis-
1é stavy prirody. Tieto v§ak nemoZno v niektorych pripadoch urdit, alebo ich
mozno urcit rozlicnymi spésobmi, ¢o zase vedie k rozdielnym vysledkom. Treba
poznamenat, Ze nedostatky tohto typu sa vzfahuji aj na predchadzajuce princi-
py. Nedostatky principu nedostatocnej evidencie sa niektori autori usilujit
odstranif pomocou axiomatickej tedrie uzitoénosti alebo pomocou teoérie sub-
jektivnej pravdepodobnosti (pozri [18] a [3]).

Poznamka 5.4

Styri uvedené principy rozhodovania za neuritosti mdéZeme zovieobecnif na pripad, ked mnozi-
na stratégii (stavov) prirody je nekonecna (pozri [42]). Okrem tychto principov rozhodovania za
neurditosti existuju v literature aj iné. Podrobnejsie sa touto problematikou zaoberaju napr. [10]
a [17].

Vznika otazka, ktory z uvedenych principov je najlepsi pre prvého hraca.
Odpoved na tiato otazku nie je jednoznacna a v prvom rade zavisi od charakteru
konkrétnej situacie, ktori skimame alebo modelujeme ako hru proti prirode.
Mozeme Tahko ukézaf, Ze ak pri rieSeni hry proti prirode prvy hrac¢ pouzije
rézne principy, moze ziskat vysledky, ktoré sa navzijom podstatne odlisuju.
Pouzitie niektorého konkrétneho principu je zjavne subjektivnou zalezitostou
a zavisi od charakteru skiimanej tlohy. Preto opisané principy rozhodovania za
rizika a neurcitosti eSte nedavaji navod na optimalne rozhodovanie.

Niekedy sa navrhuje pouzit kombinaciu viacerych principov. Potom, ak prvy
hrac riesi Glohu rozhodovania za neurcitosti, mézeme pouzit kombindaciu nie-
kolkych principov a ako optimalnu budeme volif taku stratégiu, ktora je
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najlepsia podla vi&Siny skumanych principov. Kompromisné rieSenie viak
nemusi nevyhnutne viest k prijatelnému vysledku.' Tieto problémy sa podrob-
nejsie skiimaju napr. v [41].

Zrekapitulujeme vhodnost pouzitia jednotlivych principov na predchadzaju-
cich prikladoch.

Ak sa podnik z prikladu 5.1 bude riadif pri rozhodovani podla minmaxového
principu, nepreda ani jeden stroj (prvok 0 v prvom riadku a trefom stipci je
sedlovy bod matice platieb). Podla Savageovho principu minmaxu straty sa
podnik rozhodne predat dva stroje. Ak sa podnik bude riadit podla Hurwiczov-
ho principu ukazovatela optimizmu a pesimizmu, potom jeho rozhodnutie bude
zéavisiet od hodnoty tohto ukazovatela. Napriklad ak & = 1/4, optimalna straté-
gia podniku bude — nepredaf ani jeden stroj; ak a = 3/5, optimalna stratégia
podniku bude — predaf vSetky tri stroje. Nakoniec podla principu nedostatoc-
nej evidencie optimalna stratégia podniku bude — predat vSetky stroje.

V priklade 5.2 podla minmaxového principu sa podnik rozhodne pouzif na
vyrobu rur technologicky postup D% Rovnaky technologicky postup pouZije aj
vtedy, ked sa pri volbe rieSenia bude riadif podla principu nedostatocnej eviden-
cie. Podobne moézZeme pre tento priklad preskimat aj pouzitie inych principov
rozhodovania.

Priklad 5.7

Polnohospodarsky podnik ma k dispozicii uréité mnozstvo hektarov pody.
Na tejto pdde modze pestovat jednu z piatich polnohospodarskych kultar.
Predpokladajme, Ze pocas vegetacie mozZe prevladat dazdivé, priemerné alebo
suché pocasie.

Stratégiami podniku budt jednotlivé plodiny, ktoré moze siat (oznacime ich
I aZz V) a stratégiami prirody budu jednotlivé druhy pocasia (ozna¢ime ich 4 az
(). Nech je znamy dochodok z priemerne predpokladanej urody kazdej plodiny
pri jednotlivych druhoch pocasia, ako to ukazuju tdaje v tab. 5.4. Podnik sa
musi rozhodntf pre sejbu niektorej z plodin tak, aby ziskal maximalny docho-
dok i za predpokladu, Ze nevie, aké pocasie bude prevladat.

Analyzujme tuto situaciu z hladiska predchadzajucich principov rozhodova-
nia. Predpokladajme, Ze podnik sa riadi pri rozhodovani minmaxovym princi-
pom. Potom na zdklade vlastnosti dominacie sa jeho matica platieb zredukuje
na maticu platieb:

"Moze nastaf pripad, Ze pri porovnavani preferencii stratégii podla jednotlivych principov
a vyberu stratégie, ktora by bola preferovana podla vi&Siny z nich, narisa sa vztah tranzitivnosti
(pozri napr. [17]).

* Kedze prvky matice platieb predstavuji naklady na vyrobu, z hladiska prvého hraca to budi
zaporné hodnoty, ktoré bude maximalizovat.
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Tabulka 5.4
Doéchodok z priemernej Grody plodin
Plodina podla pocasia

A4 B C
I 7 12 5
18 15 12 6
111 4 12 16
v 10 8 6
v 5 12 11 )

15 6
4 16

Optimalna stratégia pre hru s takouto maticou platieb je

G3)
x=[-,=
77

Preto sa podnik rozhodne medzi pestovanim druhej a tretej plodiny na zéklade
nahodného mechanizmu, ktory dava takéto pravdepodobnostné rozdelenie
(alebo ich bude pestovaf obidve v uvedenom pomere). Priemerny déchodok
podniku potom bude 72/7.

Ak sa podnik pri rozhodovani riadi principom nedostato¢nej evidencie (po-
vazuje vyskyt kazdého druhu podasia za rovnako pravdepodobny), bude siat
druht plodinu, pretoZe jej pestovanie mu zabezpeduje maximalny priemerny
dochodok

1 & 1 & 15 12 6
max- ) a;=- ) ay=—+—+-=11
3_;';1 ! 3/;1 Y3 3 3

Ak sa podnik riadi podla Hurwiczovho principu, jeho rozhodnutie zavisi od
hodnoty ukazovatela optimizmu a pesimizmu. Napriklad, ak v podniku prevla-
daji optimistické nazory na pocasie a za tento ukazovatel zvoli &islo 3/4,
rozhodne sa pre pestovanie druhej plodiny.

Nakoniec nech na zaklade dlhodobych predpovedi podnik ziska informaciu
o tom, aké pocasie bude prevladat. Nech pravdepodobnost, Ze to bude pocdasie
A, je 0,1, pocasie B 0,4 a pocasie C 0,5. Pri takomto pravdepodobnostnom

rozdeleni stavov prirody sa podnik na zaklade Bayesovho principu rozhodne
pestovat tretiu plodinu, ktora mu zarucuje najvyssi priemerny déchodok 13,2.

Priklad 5.8

Podnik ma objednavku vyrobif niektory stroj (vyrobok), ktorého spravna
¢innost zavisi od spolahlivosti jeho dvoch si¢iastok. Spotrebitel uzavrie zmluvu
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s vyrobcom a zaplati mu sumu a K&s vtedy, ked vyrobok po zavedeni do vyroby
vyhovuje normdm a po urdity ¢as pracuje spolahlivo. Nech naklady spojené
s kontrolou jednej sudiastky su b K&s. Vyrobca ma potom nasledujiice varianty:
I. Odovzdaf vyrobok spotrebitelovi bez kontroly jeho dvoch suciastok.
1I. Nahodne vybrat jednu zo sti¢iastok a prekontrolovaft ju. Ak je dobrd,
preda vyrobok spotrebitelovi, a ak je chybnd, odovzda vyrobok do zberu.

I1I. Nahodne vybrat jednu zo suciastok a prekontrolovat ju. Ak je chybna,
odovzda vyrobok do zberu. Ak vyhovuje normam, potom prekontroluje druhii
suciastku. Ak vyhovuje aj druhd sudiastka, preda vyrobok spotrebitelovi.
V opacnom pripade ho odovzda do zberu.

Z hladiska prirody mézZu nastat tieto tri mozZnosti:

a) Obe sudiastky vyhovuji normam.

b) Jedna zo sudiastok vyhovuje normam.

¢) Ani jedna zo stciastok nevyhovuje normam.

Ozna¢ime ich 0, 1 a 2.

Ak sa v prevadzke u spotrebitela ukaze, Ze vyrobok nevyhovuje normam,
vyrobca nedostane za vyrobok ni¢, ale naopak, saém musi zaplatit spotrebitelovi
pokutu d K¢s.

Tuto situdciu moézeme sformulovat ako hru proti prirode, kde prvy hrac sa
usiluje dosiahnuf ¢o najvys§i dochodok. Objasnime ako urit prvky matice
platieb tejto hry.

Ak podnik voli stratégiu I a priroda stratégiu 0, podnik dostane od spotrebi-
tela a K&s. Dalej ak voli stratégiu Il a priroda stratégiu 0, jeho platba bude
a — b. Podobne, ak voli stratégiu III a priroda stratégiu 0, jeho platba bude
a— 2b.

Ak podnik voli stratégiu I a priroda stratégiu 1 alebo 2, vyrobok sa v pre-
vadzke u spotrebitela ukaZe ako chybny a podnik musi zaplatit spotrebitelovi
pokutu d K¢s. Platba podniku v oboch pripadoch bude —d.

Ak priroda voli stratégiu 2 a podnik stratégiu II alebo III, podnik ihned zisti,
7e vyrobok nevyhovuje normam a odovzda ho do zberu. Jeho platba v oboch
pripadoch je —b.

Ak podnik voli stratégiu II a priroda stratégiu 1, potom pravdepodobnost,
Ze prva sudiastka je chybna, je 1/2. Preto aj pravdepodobnost, Ze ju neobjavi na
prvy pokus, je 1/2. Teda, ak podnik na prvy pokus objavi, Ze suciastka je
chybna, jeho platba bude —b. V opaénom pripade zaplati pokutu 4 plus
naklady na kontrolu st¢iastky. Strednd hodnota jeho platby teda bude

1 1 1
(=D +(—b—d)==d—b
(=D + (b —d) =2

Nakoniec ak podnik voli stratégiu III a priroda stratégiu 1, potom pravde-
podobnost, Ze podnik objavi chybu na prvy pokus, je 1/2, a pravdepodobnost,
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Ze ju objavi na druhy pokus, je 1. KedZe naklady na kontrolu jednej sti¢iastky
st b, jeho stredna platba bude

1
D+ (b= —

Matica platieb hry teda bude
a —d —

a—b»b —ld—b —b
2

a—2b —Eb —b
2

Nech napr. a = 200, b = 50, d = 100. Potom matica platieb bude

200 —100 —100
150 —100 —50
100 —-75 —50

MobZeme ukazat, Ze ak sa podnik bude riadif podla minmaxového principu,
voli stratégiu III, teda prekontroluje obidve saciastky. Ak sa bude riadit podla
principu nedostatocnej evidencie, rozhodne sa volit stratégiu I alebo I1. Podob-
ne by sme mohli preskiimat aj pouZitie inych principov.

Uvedené priklady nazorne ukazali problémy pouzitia principov rozhodova-
nia za rizika a neur¢itosti. Niektoré ich nedostatky sa usiluje odstranit princip
zaloZeny na teérii hier s ohranideniami.

5.3 HRY S OHRANICENIAMI

Pri analyze kaZdej triedy hier v predchadzajicich kapitolich sme alebo
implicitne alebo explicitne predpokladali, do akej miery st hradi informovani
o spravani protihricov. T4to informacia sa potom vyuzivala aj v pravidlach
optimalneho postupu pri volbach stratégii jednotlivymi hraémi.

Ukazuje sa, Ze v praktickych aplikaciach hier méze byt uzitoéna aj dodatoc~
na informacia, ktort hra¢i mozu ziskat na zaklade skiisenosti z predchadzajiicej
Cinnosti (hry), dalej pomocou experimentov alebo skimanim tendencii alebo
zvykov protihraCov. Pre praktické pouZitie st viak najddleZitejsim zdrojom
informacie Statistické skitmania. Takato informacia v terminoldgii tedrie hier
bude vlastne predstavovat dodato¢né ohranidenia stratégie jednotlivych hracov.
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Definicia 5.2
Koneénu hru dvoch hradov s konstantnym stétom platieb nazveme hra
s ohranieniami, ak stratégie aspon jedného z hracov st ohrani¢ené dodatoCny-
mi linedrnymi nerovnicami.'
Problémy spojené s formuldciou a rieSenim hier s ohranieniami pomoze
objasnif nasledujuci priklad.

Priklad 5.9

Predpokladajme, Ze nepriatel pouZiva pri vyrobe bojovych lietadiel dva rozne
systémy protiraketovej obrany. Ozna¢ime ich 4 a B. Pocty lietadiel, ktore s
vybavené tym-ktorym protiraketovym systémom, nie si nam zname. Na obranu
proti vzduinym Gtokom nepriatela mozeme vyrabat dva rozne typy rakiet
zem—vzduch. Oznaé¢ime ich I a I1. Nech s zname pravdepodobnosti, Ze raketa
daného typu je schopna vyradif lietadlo vybavené jednotlivymi systémami
obrany. Tieto pravdepodobnosti st uvedené v tab. 5.5.

Tabulka 5.5
Systémy protiraketovej
Typy obrany
rakiet
A B
I 0.7 0.5
i1 0.6 0.9

Musime sa rozhodntf, v akych proporciach budeme vyrabat a pouZivat
jednotlivé typy rakiet, aby sme v pripade vojnového konfliktu zaru€ili maximal-
nu efektivnost protivzdudnej obrany, t.j. maximalnu strednit hodnotu poctu
znienych bojovych lietadiel nepriatela.

V tejto hre predpokladdme, Ze aj protivnik je racionalny hrac. Preto pri
rozhodovani o vyrobe rakiet sa budeme riadit minmaxovym principom. Z naSej
matice platieb vidno, Ze nema sedlovy bod, preto hra bude mat rieSenie v zmie-
$anych stratégiach. Lahko preverime, Ze naSa optimalna stratégia bude x =
= (3/5,2/5) a optimalna stratégia protivnika bude y = (4/5, 1/5). Hodnota tejto
hry je 0,66. Z toho vyplyva, Ze nase optimélne rozhodnutie bude vyrabaf rakety
v proporcii 3:2. Taka stratégia nam zaruci 66% ucinnost zniCenia nepriatel-
skych lietadiel.

Predpokladajme dalej, Ze naSa kontrarozviedka zistila, Ze nepriatel nie je
schopny vyrabat viac ako jednu polovicu protiraketovych systemov typu

' Vieme, 7¢ v maticovych hrach zmie$ana stratégia hraCa, napr. y = (01, ¥2» - ¥,), je ohranicena
iba podmienkami, 7e vietky y; st nezaporné a ich suma je rovna 1.
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A a vybavit nimi svoje lietadla. Z tejto informacie vyplyva dodato¢né ohranice-
nie na prvua stratégiu nepriatela, t.j. Ze y, < —.
2

Na zéaklade tejto dodato¢nej informacie mdzeme transformovat pévodnu hru
na hru s ohraniceniami. Z predchadzajucich poznatkov vieme (pozri 2. kapito-
lu), Ze na riedenie tejto ulohy mozno pouzif zndme metddy linedrneho progra-
movania. Potom zodpovedajuce tlohy linearneho programovania pre oboch
hra¢ov mozeme zapisat takto: '

maximalizovat —d
za podmienok

0,79, + 0,5y, —d =<0

0,6y, +09y, —d =0

A
N |

g

Yty =1
a Y320
minimalizovat r + 1/2w,
za podmienok
0,7x, + 0,6x, + r+w, =0

0,5x, + 0,9x, +r >0
X +x=1
Xy, X W, =0

Riesenim jednej z tychto Gloh najdeme, Ze optimalna stratégia prvého hraca
je x(0, 1) a optimalna stratégia druhého hraca je y = (1/2, 1/2). Hodnota novej
hry bude 0,75. .

Z toho vyplyva, Ze ak do hry zahrnieme dodato¢nu informéaciu, zmenia sa
optimalne stratégie hracov, ako aj hodnota hry. Podla novych vysledkov bude-
me vyrabat len rakety typu II. Tato stratégia nam zaruci 75% 0¢innost zniCenia
nepriatelskych lietadiel v pripade vojnového konfliktu. Vidime, ze dodato¢na
informacia o stratégidch protivnika zmenila vysledok hry v na$ prospech.

V3eobecne v hrach dvoch hragov s konstantnym siétom platieb dodatocna
informacia, ktorit jeden z hradov ziska o stratégiach protivnika, mu dava urcité
vyhody pri rozhodovani. Hry s ohrani¢eniami teda umoziiuju realistickejSie
charakterizovat mnohé ekonomické, vojenské a $tatisticko-rozhodovacie situa-
cie.

Hry s ohranieniami sa pdvodne skumali v [25] a neskor dalej rozvinuli v [28]
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a [29]. Nés v8ak zaujimaji hry s ohranieniami z hladiska rozhodovania za
rizika a neurcitosti. Preto ich v dalsom vyklade aplikujeme na hry proti prirode.

Ukazeme, Ze hry s ohrani¢eniami odstrafiuju niektoré nedostatky principov,
ktoré sme uviedli v suvislosti s rozhodovanim za rizika a neuréitosti. Konkrétne
rieSenie ziskané na zaklade hier s ohrani¢eniami bude lepie zodpovedat skutoé-
nosti (davat realnejsie vysledky pre prvého hraca), ako rieSenie ziskané na
zaklade Bayesovho principu alebo principu nedostatoénej evidencie.'

Hry s ohrani¢eniami sa daju upravif na normalny tvar pomocou normalizacie
a mozeme ich riesif znamymi metddami. Z tedrie maticovych hier vieme, Ze hra
je ekvivalentna dvojici tloh linedrneho programovania. Preto aj hru s ohranice-
niami mozno zapisaf ako dvojicu uloh linedrneho programovania. Normalizo-
vané rieSenie takychto iloh potom tvori sedlovy bod funkcie strednej hodnoty
platby povodnej hry.

Veta 5.1

Nech je dana hra s ohranieniami s maticou platieb A = (ay) typu mx n.
Preskimame dvojicu dualnych uloh linearneho programovania zodpovedajucu
tejto hre:

minimalizovat

r+ Y web, (5.1
k

za podmienok
2. Xy + 1+ Y Wby = 0
i k

>xi=1
i
Z xiqi.s' g qs
i
maximalizovat

—d+) 4.z, (5.2)
za podmienok ’
2ay,—d+Y q;z,0
J K

ny:]
J

Z bkjy./ = bk
J

' Zrejmé je, e hypotéza o spravani prirody v hrach s ohraniCeniami je realnejsia nez hypotéza
predpokladana podla tychto principov, pretoZe v prvom pripade pravdepodobnosti jednotlivych
stavov prirody sl vyjadrené ako nerovnice, kym v druhom pripade ako rovnice.
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kde x;, y;, w;, z, =2 0, d a r nie s ohrani¢ené znamienkom, sumy su kone¢né, x;
a y; su pravdepodobnosti, s ktorymi hraci volia svoje stratégie a dodatocné
ohranicenia stratégii hracov st urcené tretou skupinou nerovnic v kazdej tilohe.
Potom ak podmienky ohraniceni uloh (5.1) a (5.2) s konzistentné, ich
rieSenia existuju', a mozno z nich odvodif aj rieSenie hry.
Dédkaz
Nech

Z Z XY, .
¢ 7

je stredna hodnota platby v danej hre. Potom z poznatkov 2. kapitoly vyplyva,
ze plati
—r=2wib S —r =3 Y Wby <3 Y xa,,
k J ok i

Z Z X:a;y; = d— Z Z X2, = d— Z 52
i i K3

(5.3)

Z prvych dvoch sustav ohraniceni iloh (5.1) a (5.2), ako aj z ohraniceni x;a y,
vyplyva, Ze Gcelové funkcie tloh dosahuji koneéné minimum a maximum. Na
zaklade dudlnej vety linearneho programovania tieto dve velidiny existuju a st
si navzajom rovné. Ak optimalne rieSenie ozna¢ime nulovym indexom, tak zo
vztahov (5.3) vyplyva

—r' = Ywib =Y Y xlayy) = d° — ¥ g}z, (5.4)
k i K
preto platia aj nerovnice

2 xay) <30 xiagy) 2307 xja;y;
T i i

Teda bod (x°, y°) je sedlovy bod funkcie platieb, ¢o bolo potrebné dokazat.
Poufitie hier s ohranieniami pri rozhodovani za rizika a neurditosti objasni-
me na nasledujucom priklade obstarania materialu.

Priklad 5.11

Nakupca musi kazdy mesiac nakapit 5000 ton materidlu (napr. nafty) pre
potreby podniku. MoézZe si pritom vybrat medzi dvoma dodavatefmi, ktorych
oznaCime D, a D,. Dodavatel D, doda vidy objednané mnoZstvo a uétuje sumu
a K&s za tonu. Dodavatel D, uétuje b K& za tonu, aviak modze dodaf len
mnozstvé, ktoré sa objednaju mesiac vopred. Okrem toho tento dodavatel nie

! Mozno Tahko dokazaf, e hra s ohrani¢eniami nemusi mat vzdy rieSenie.
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je spol’ghlivy a objednané mnoZstvo materidlu nemusi v uréenom &ase dodaf
N%protl tomu dodavatel' D, je spolahlivy a moZe zarudit aj expresné dodévky'
a’vsa.k v takom pripade uétuje ¢ K& naviac za jednu tonu. Predpokladajmé
dalej,’ Ze dodavky su len v tisictonovych zasielkach.

Nakupca uzatvara zmluvy na dodavky so svojimi dodavatelmi na za&iatku
mesiaca. Ku koncu mesiaca musi uspokojit poziadavky podniku aj za cenu
e)fpresn)'Ich dodéavok od dodavatela D,. Nakupca sa bude snaZif minimalizovaf
naklady na zasobovanie podniku materialom.

’ Tuto situaciu mdéZeme interpretovaf ako hru proti prirode, kde prvy hra¢ je
na'kupca a druhy hra¢ je nespolahlivy dodavatel D,, ktory sa sprava ako
priroda. Maticu platieb tejto hry zapiSeme v tab. 5.6. Udaje st uvedené v tisi-
coch Kés.'

Predpokladajme dalej, 7e a = 5, b = 3 a ¢ = 7. Ak dosadime tieto udaje do
tab. 5.6, dostaneme maticu platieb

—25 —25 —25 —25 —25 25
-23 —23 —23 -23 —23 —27
=21 =21 =21 =21 —25 —29
—19 —19 —19 —23 —27 -3]
—17 —17 =21 —25 —29 _—33
—15 —19 —23 —27 —31 —35

Tabulka 5.6

Mnozstvo ton
od DZ 5 4 3 2 1 0

Stratégie » ¥, ¥y 3
niakupcu : 4
5od D,
0od D, —5Sa —5a —5a —5q —Sq — 54

4 0d D,
1 od D, —d4a—b —4a—b —4a—bh —4u — b —d4a — b —4a — ¢

3 od D,
2 od D, ~3a—~2b | —3a—2b —3a - 2b —3a—2b =3a—-h—c| —3a-—2

2 od D,
30d D, —2a=3 | “2a-3h| -2a-3b |~20—2b—c|-2a—h—2] —24— 3¢

1 od D,
4 0d D, —a —4b —a—4b | —a—=3b—c | —u—2b—2¢| —a—b-13¢ —a — 4¢

0od D,
50d D, —3h —4b—c | =3b—2c | ~2b-3c —h—4e —5¢

1 e
KedZe prvy hraé je maximalizujiici 2 . . , L.
. e Juci a v tomto pripade jeho ulohou je minimalizovat nakl:
Je zreyme, Ze prvky matice platieb st ziporné. ! zovat naklady.
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Ak sa prvy hra¢ (nakupca) bude riadif minmaxovym principom, rozhodne sa
objednat celé mnozstvo 5000 ton materialu od spolahlivého dodavatela. Teda
jeho optimalnou stratégiou bude prva stratégia. V takom pripade naklady na
nakup materialu budi kazdy mesiac 25000,— Kds.

Nech za uplynulych desat mesiacov dodavatel D, dodal nacas 5000 ton
materialu tri razy, 4000 ton raz, 3000 ton dva razy, 2000 ton dva razy, 1000
ton raz a v jednom pripade nedodal ni¢. Potom pri volbe svojej stratégie sa
nakupca moze riadif podla Bayesovho principu. Ak teda predpoklada, ze
zmieSana stratégia druhého hraca je

_ <i r 221 L)
Y~ 0’1010 10" 10" 10
jeho optimélnou stratégiou bude objednat 2 000 ton materialu od dodavatela D,
4 3000 ton od dodavatela D,. V tomto pripade priemerné naklady na nakup
materialu kazdy mesiac buda 21 800,— K¢s.

Sformulujeme teraz tato situdciu ako hru s ohraniCeniami. Nech nakupca na
zéklade sksenosti z minulych dodavok méZe usudit, Ze nespolahlivy dodavatel
D, dodava jednotlivé mnozstva ton materidlu s nasledujucimi ohrani¢eniami
pravdepodobnosti y; volby jednotlivych Cistych stratégil
s WS- s, yséLs Yo —]‘
T4 10 25 50

A

Ak pridame tieto dodatoéné ohranienia k povodnej hre, dostaneme hru
s ohrani¢eniami. Prvy hra¢ (ndkupca) uréi svoju optimalnu stratégiu rieSenim
Gilohy linearneho programovania'
minimalizovat
1 1 i 1 1
Fhw =Wy =Wy — W+ —ws + —w, + Mw,
2 4 10 25 50
za podmienok
r—25x, —23x, — 21x; — 19x, — 17x5 — 15x,+w,; 2 0
r—25x, — 23x, — 21x; — 19x, — 17xs — 19%, +w, 2 0
r—25x, — 23x, — 21x; — 19x;, — 21x5 — 23x, + w3, = 0
r—25x, — 23x, — 21x; — 23x, — 25x5 — 27x, + wy, 2 0
r—25x; — 23x, — 25x; — 27x4 — 29x5 — 3lx, + ws 2 0
' M je dostatoéne velké &islo (nearchimedovska veli¢ina) pouZivané v metddach ric§enia Gloh
linedrneho programovania.
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r—25x, — 27x, — 29x; — 31x, — 33x; — 35x, 4+ we = 0
X1+ X2+ X3+ -X4+ x5+ x6+W7 =1
-xtja Wy g O

Z rieSenia tejto ulohy linedrneho programovania zistime, e optimalna straté-
gia nakupcu bude jeho piata stratégia, t.j. objedna 1000 ton materidlu od
dodavatela D, a 4000 ton od dod4vatela D,. Optimalna stratégia druhého hraca
bude

/11 1 1 1

- —5_—-5_9_7_50
d (2 10 4 10 20 )

Priemerné naklady nakupcu na nakup materialu budi mesacne 19 370,— K¢s.

MoZeme uzavriet, Ze princip volby riesenia (rozhodovania) za rizika a neur-
Citosti, ktory je zabudovany v hrach s ohrani¢eniami, Jje vistom zmysle vhodnej-
$i neZ principy rozhodovania opisané v stati 5.2, pretoZe realnejsie charakterizu-
Jje skiimani rozhodovaciu situéciu.

Poznamka 5.5

Pre praktické pouzitie tohoto principu rozhodovania treba najprv zabezpedit prostriedky, ktoré
umoZziuju upravit skimani situaciu na hru s ohranideniami (napr. Statistické skimanie). V tejto
suvislosti treba uvazovat aj o nakladoch spojenych so ziskanim dodatoénej informacie (ohranice-
niach) o stratégiach druhého hrada (prirody). Preto pouZitie principu rozhodovania zabudovaného
v hréch s ohrani¢eniami zavisi aj od efektivnosti informacie potrebnej na vytvorenie ohranident.

Principy rozhodovania za neuréitosti boli v literatire dalej rozvinuté aj tymto
smerom. Predpokladajme, Ze prvky matice platieb hry nie st zadané determinis-
ticky, ale si ndhodné premenné. Potom takéto hry nazyvame hry s pravdepo-
dobnostnymi ohranigeniami alebo stochastické hry. Na riesenie takychto hier
mozno vyuzit zdkladné poznatky tedrie programovania s pravdepodobnostny-
mi ohranifeniami (pozri napr. [26]).

Zoznamime sa aspoil v kratkosti s problémami rozhodovania v hrach s prav-
depodobnostnymi ohranideniami. Majme maticovi hru alebo hru proti prirode
s maticou platieb A = (g;), kde a; st ndhodné premenné. Ak prvy hraé voli
svoju i-tl stratégiu a druhy hraé svoju j-ta stratégiu, uréime platbu prvému
hracovi pozorovanim nahodnej premennej a;. Jeho konkrétnu platbu pre Tubo-
volnt partiu hry ozna¢ime a;(w), kde w je z oblasti hodnét a; a voli sa podla
zndmeho pravdepodobnostného rozdelenia.

Jeden pristup k rieseniu takychto hier (pozri [11]) sa zaklada na zdmene prvkov
matice platieb g, ich strednymi hodnotami. Tym sa vlastne transformuje hra
s nahodnymi platbami na deterministickt hru dvoch hradov s nulovym suétom
platieb.

Iny pristup bol navrhnuty v praci [11]. Autori formulovali hru s nahodnymi
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platbami ako @lohu, v ktorej prvy hra¢ maximalizuje svoju platbu za podmie-
nok, Ze ju dosiahne s urcitou zadanou pravdepodobnostou.

Hlavny problém pri analyze hier s nahodnymi platbami je v uréeni toho, ¢o
treba rozumiet pojmom optimalna stratégia hraca. Ak sa hrac pri volbe svojej
optimalne;j stratégie riadi minmaxovym principom, tak v deterministickej hre
maximalizuje stredni hodnotu platby, ktort méze ziskat bez ohladu na to, aka
stratégiu voli protivnik. Pre deterministickii hru je toto kritérium vhodné,
pretoZe hra¢ nebude riskovat tym, Ze predpoklada neoptimalny postup protiv-
nika.'

Na druhej strane, ak st platby ndhodné, tak kazdy hra¢ riskuje (hra hazard-
ne). Teda zarucend platba, ktort hra¢ moze ziskat, uz nema zmysel, s vynimkou,
ak by hrac¢ predpokladal, Ze nastane najmensia hodnota a;(w). Preto pri rieSeni
takychto situacii treba brat do uvahy Sirsie kritéria volby optimalnych stratégii,
ktoré vyuzivaju aj charakteristiky nahodnej platby. Na pouzitie takéhoto postu-
pu boli v literatare navrhnuté viaceré metody, ktoré vyuzivaji sidasnt tedriu
pravdepodobnosti a tedriu matematického programovania. Podrobnejsiu ana-
lyzu tychto metdéd mozno ndjst napr. v [33].

Okrem tychto hier mézeme skimat aj hry, kde vystupuje viac racionalnych
ucastnikov proti jednému alebo viacerym indiferentnym Gcéastnikom. Modely
rozhodovania v takychto situaciach sa podrobnejsie skiimaji pre hry v normal-
nom tvare [3] a pre hry v tvare charakteristickej funkcie [30].

5.4 HRY S p-RACIONALNYMI! HRACMI

Dalsie rozgirenie principov rozhodovania za rizika a neuréitosti vyplyva zo
skutoCnosti, Ze hraci sa niekedy v rozhodovacich situaciach nedaju jednoznacne
klasifikovat na raciondlnych a indiferentnych. Takyto stav mdZe nastaf alebo
v pripade, Ze racionalni hraci hodnotia vysledky konfliktnej situacie z réznych
hladisk, alebo nevolia stratégie, ktoré zodpovedaji ich predpokladanému spra-
vaniu. Teda ako skuto¢ne racionalni hraci sa nespravajii alebo z dévodu, ze
nepoznajil prisludné teoretické vysledky, alebo nemaju moznost vypoditat svoju
optimalnu stratégiu.

Definicia 5.3

Hraca nazveme p-racionalnym, ak sa s pravdepodobnostou p sprava ako
racionalny a s pravdepodobnostou 1 — p ako indiferentny.

'V podstate mozno povedat, Ze aj ked sa prvy hra¢ pri volbe svojej stratégie riadi niektorym
inym principom, maximalizuje strednii hodnotu platby, priom predpoklada ur&ité spravanie
protihraca.
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Taky hra¢ potom nema charakter nahodného mechanizmu, pretoze v ramci
svojich moZnosti ma zaujem na ziskani ¢o najvicse) vyhry.!

Potom méZeme skumat hry, v ktorych vystupuje aspoii jeden raciondiny hrac
a aspoh jeden p-racionalny hrag. Zrejmé je, ze optimalne stratégie racionalnych
hracov budt zavisiet od parametra p, ktoré charakterizujii p-racionalnych
hradov. Ak p = 1, potom racionalny hra¢ ma za protivnika takisto racionalneho
hrada. Naopak, ak p = 0, raciondlny hra¢ ma za protivnika indiferentného
hraca a riesi tlohu rozhodovania za rizika a neurcitosti.

Poznamka 5.6
Vieobecne racionalny hraé v takych hrach nemusi vzdy ziskat rovnaki platbu ako v hre proti
racionalnemu hragovi. Zrejmé je, Ze ak p < 1, p-racionalny hra¢ nie je schopny volit svoju optimalnu
stratégiu (ako keby bol skutoéne racionalny), racionalny hra¢ méze volif aj Cisté stratégie.
Najjednoduch$ou hrou je hra dvoch hracov, ktort mézeme zadat pomocou
matice platieb A = (g;), pri¢om prvy hra¢ je racionalny a druhy hrac je p-racio-
nalny. Potom prvy hraé predpoklada, ze jeho protivnik voli niektor( stratégiu

s=py'+ (0 —-pr

kde y° je optimalna stratégia druhého hraca, ktori by volil, ak by bol racional-
ny a r je jeho stratégia, ktoru by volil, ak by bol indiferentny.
Potom prvy hra¢ bude volit taka &ista stratégiu, ktora maximalizuje jeho
strednit hodnotu platby, teda
max a;s = x¥ As
ieX
kde a;, je i-ty riadok matice A,
x° — optimalna stratégia v hre proti racionalnemu hracovi.
Jeho optimalnou stratégiou v hre proti p-racionalnemu hracovi bude taka
dista stratégia iye X, pre ktorl
a, $ = max a,;s
0 ieX
Platba, ktort prvy hra¢ v tejto hre ziska v priemere naviac v porovnani
s pripadom, ak by druhy hra¢ bol skutoéne racionalnym, sa nazyva prebytok.
MoédZeme ju vyjadrif ako funkciu

¢(p) = max a;s — x"As
ieX

! Pripominame, Z¢ racionalny hra¢ voli stratégie podla definicii uvedenych v predchadzajicich
kapitolach a indiferentny hrag voli stratégie z mnoZiny stratégii podla znameho alebo neznameho
pravdepodobnostného rozdelenia.
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Hry proti p-racionalnym hraom sa podrobnejSie skimaji v [42]. Autor
ukazuje, Ze ak prvy hra¢ pozna odchylku stratégie druhého hraca od jeho
stratégie y©, mdze to vyuzif vo svoj prospech tak, Ze voli inu stratégiu x©.

Pre praktické aplikacie ma dolezitii ilohu odhad parametra p. V literature sa
navrhuje najst parameter p pomocou experimentov alebo na zaklade skusenosti
hracov.

Priklad 5.12

Podnik ma zdroje na vyrobu n vyrobkov, ktoré méze vyrdbat v urcitych
mnoZstvach. Vyrobky preddva na zahraniénom trhu a musi sa rozhodnut pre
taky vyrobny program, ktory mu zabezpe¢i maximalnu trzbu vo svetovych
cenach. Jeho rozhodnutie bude okrem vlastnych ohraniceni zavisiet aj od dopy-
tu po tychto vyrobkoch na svetovom trhu a od vysky svetovych cien, Co pre
podnik predstavuje nekontrolovatelny faktor.

Nech mnozstva vyrobkov, ktoré sa podnik rozhodne vyrabaft, st x|, x,, ..
x,. MnoZina stratégii podniku (prvého hraca) je

°s

X = {Xz (xl, X2y eeny xn)7 xie[hi, Hl]}

kde 4, je dolnd hranica a H, je horna hranica mnozstiev jednotlivych vyrobkov.
Druhy hra¢ je mechanizmus riadiaci svetové ceny vyrobkov. Nech mnozina jeho
stratégii je
Y= {y: (.yls Yo eees yn)’ yie[kis K:]}
kde k; a K; st hranice, v ktorych sa m6zu pohybovat svetové ceny. Ceny
ovplyviluje aj konkurencia inych vyrobcov, ktori mézu ponukat vyrobky vy-
hodnejsie, a preto ich cenu mozno celkovo znizit. Preto druhého hraca mozno
povazovat za p-racionalneho (p > 0).
Nech funkcie platieb hracov su

n

M(x, y) = Z Xy a My(x,y)=—M(x,y)

i=1
Potom x° a y°, ktoré vyhovuju podmienkam

Z x'_OyiO = max Z xiyfo, yO = (kls vrey kn)

i=1 Y=

st optimalne stratégie hry. Nech prvy hra¢ predpoklada, Ze ceny sa rovnaji
dlhodobym priemerom a r = (r,, ..., ,), kde r, je priemerna cena i-teho vyrobku.
Optimalna stratégia podniku potom vyhovuje podmienkam

max Y x,py) + (1 —p)r,

i=1
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5.5 APLIKACIE MODELOV ROZHODOVANIA
ZA RIZIKA A NEURCITOSTI

Modely rozhodovania za rizika a neurditosti maju najrozsiahlejsie aplikacie
v ekonomike. Doékazom toho sii aj mnohé priklady, ktoré sme tu uviedl.
Zhrnieme v kratkosti ekonomické aplikacie tychto modelov, ktoré sl opisané
v literatire.

Jedna skupina aplikdcii tychto modelov sa vzfahuje na kontrolu kvality
vyrobkov. Zrejmé je, Ze moderna priemyselna vyroba musi zabezpeéif vyrobu
kvalitnych vyrobkov. Naklady na kontrolu kvality by v mnohych pripadoch
mohli netmerne zvysif cenu vyrobkov. Preto rozhodnutie o tom, ¢ vykonavat
kontrolu kvality vietkych alebo len niektorych vyrobkov, méze mat velky
vyznam, najma vtedy, ked sankcie za dodanie nekvalitnych vyrobkov su velké.
Na druhej strane vSak kvalita vyrobkov ¢asto zavisi od mnohych faktorov,
ktoré neposobia ciefavedomo. Vyrobca sa preto musi rozhodovat za rizika
a neurcitosti. Jeho rozhodnutie zavisi od takych faktorov, ako st napr. priemer-
ny zisk z vyroby jedného vyrobku, naklady na kontrolu jedného vyrobku,
naklady na opravu vyrobku, ak sa chyba objavi pred jeho predajom, naklady
alebo pokuty, ktoré musi vyrobca zaplatit, ak sa chyba objavi u spotrebitela
v zarucnej lehote, pravdepodobnosti chyby vyrobku, velkosti chyby.

Takéto rozhodovacie situacie sa dajii najlepsie modelovaf pomocou hier
proti prirode alebo hier s ohrani¢eniami. Pouzitie konkrétneho principu rozho-
dovania zavisi od konkrétnej skiimanej situdcie. Aplikaciami tohto druhu sa
Specialne zaobera prica [44].

Ina oblast aplikacii tychto modelov sa priamo dotyka uloh planovania
vyroby alebo rozhodovania o vyrobnom programe. Také modely skiimaji
najmi situdcie, ked vyrobny program ovplyviiuji faktory, ktoré nepdsobia
cielavedomo, napr. ceny surovin na svetovom trhu, trovet dopytu po vyrob-
koch. Priklady takychto aplikacii sit podrobnejsie opisané v [6].

Podobne aj mnohé situacie rozhodovania o investicidch maji charakter
modelov rozhodovania za rizika a neurditosti.

Priklad 5.13

Vlada rozhoduje o vystavbe elektrarni na obdobie budicich desaf rokov.
Méze rozhodniit o vystavbe réznych typov elektrarni, v zavislosti od toho, &
vyroba elektriny v nich sa zaklada na spalovani uhlia, ropy, plynu alebo
jadrového paliva. _

Optiméine rozhodnutie o vystavbe elektrarni s danou vyrobnou kapacitou

zavisi od mnohych faktorov, ktoré mézu mat nahodny charakter (napr. naklady .

na vystavbu projektovanej kapacity, naklady na vystavbu zodpovedajucich
ekologickych stavieb, cena za jednotku vyrabanej energie). Cena jednotky
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vyrabanej energie bude zavisief aj od cien pouZivaného paliva. Ceny paliva viak
zavisia od vyvoja svetovych cien, ktory je uréeny viac-menej nahodne. Preto
rozhodnutie vlady bude okrem existujucej informéacie zavisief aj od pouzitého
principu rozhodovania.

Mnohé aplik4cie mozno uskutodnit v odvetviach priemyslu, kde sa sortiment
vyroby ¢asto meni, napr. v odevnom priemysle pri navrhovani médnych novi-
niek do vyroby na budiice obdobie. Uloha pozostava v najdeni optimalneho
vyrobného programu za predpokladu ndhodného dopytu. Z rozhodovania musi
vyplyvat optimdalna cena vyrobkov, ako aj optimalne mnoZstva ich vyroby.

V literatlire su opisané aj mnohé iné aplikicie modelov rozhotlovania za
rizika a neurcitosti, ktoré vyuzivaji metody teodrie hier. Patria k nim aplikacie
v oblasti optimélnej politiky reklamy, prijimania pracovnikov na funkcie, opti-
malnej politiky riadenia a rozhodovania v priemysle a polnohospodarstve
a pod. Podrobny prehlad tychto a inych aplikécii je uvedeny v [6].

Dalsi rozvoj aplikacii modelov rozhodovania za rizika a neuréitosti je spoje-
ny s rozvojom hier s ohrani¢eniami. Hry s ohrani¢eniami poskytuju realnejsie
nastroje rozhodovania, ak racionalny hra¢ mé urdita informéaciu o spravani
indiferentného hraca. Na ich rieSenie netreba vyberat vhodny princip rozhodo-
vania. Optimélne rozhodnutie priamo vyplyva z rieSenia zodpovedajicich filoh
linedrneho programovania. Prehlad aplikacii tychto modelov je v [25] a [27].

Podstatny rozvoj teorie a aplikacii modelov rozhodovania za rizika a neurdi-
tosti je spojeny s rozvojom tedrie hier s pravdepodobnostnymi ohranieniami.
Takéto hry predstavuju dalsi krok k realnosti désledkov rozhodovania za rizika
a neurditosti. Ekonomické aplikacie tychto modelov st opisané v [11] a [28].
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6 NIEKTORE INE TYPY HIER, APLIKACIE
A DALSIi ROZVv0OJ TEORIE HIER

Okrem typov hier, ktoré sme preskimali v predchadzajacich kapitolach, st
zname aj iné typy hier. Niektorym z nich su venované rozsiahle monografie
a ¢lanky. V tejto kapitole opiSeme len niektoré z tychto typov hier. Najprv
uvedieme zakladné pojmy o diferencialnych hrach a hrach s vektorovymi funk-
ciami platieb. Dalej naznaéime niektoré aplikacie tedrie hier v spoloéenskych
vedach. V zavere struéne opiSeme dalSie smery rozvoja teorie hier.

6.1 DIFERENCIALNE HRY

Spomedzi nekoneénych hier dvoch hra¢ov mozno vy¢lenit jednu triedu hier —
diferencidine hry. V takych hrach ide o dynamické procesy rozhodovania, ktoré
mozno opisat oby¢ajnymi alebo parcialnymi diferencialnymi rovnicami, pricom
hrac¢i maju réznu informovanost o priebehu hry.

6.1.1 Diferencialne antagonistické hry s Gplnou informaciou

Predpokladajme, Ze v priebehu hry, v ktorej prvy hra¢ maximalizuje svoju
platbu, hra¢i maju dokonald informaéciu, t.j. pri kazdom tahu hry kazdy hrag
pozna, v akej pozicii sa nachadza on, ako aj jeho protivnik. Kazdy hrac¢ voli
svoju stratégiu v urCitom ¢ase. Ak sa asové intervaly medzi jednotlivymi tahmi
obidvoch hracov zmens§uji, v limitnom pripade dostavame hru, v ktorej kazdy
hra¢ musi uskutoc¢nit volbu v kazdom ¢asovom okamihu. PretoZe volby hracov
st spojité, mézeme predpokladaft, ze prvky hry sa v priebehu malych asovych
intervalov budd menif len nepatrne, teda budi sa menift spojito. Inymi slovami,
ak prvok hry je reprezentovany bodom euklidovského priestoru prislusnej
dimenzie, potom stratégie hra¢ov urcuji pohyb tohto bodu (prvku hry), ktory
moézeme opisat pomocou diferencialnych rovnic. ‘

Matematicky moézeme diferencialnu hru definovat takto: Prvok hry v dife-
rencialnej hre je dany n-ticou realnych ¢isel x = (xy, x,, ..., x,), ktoré sa nazyvaju
stavové premenné. V kazdom ¢asovom okamihu 7 voli prvy hra¢ r-ticu realnych
disel u = (u,, u,, ..., u,) za uréitych podmienok, ktoré maji obvykle tvar g; <
Su, £ b, kde aq;, b, (i = 1, ..., r) st konStanty. Podobne druhy hrac voli s-ticu
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gisel v= (v, ..., v), za podmienok ¢;<v,<d, kde ¢;, d (j =1, 2,..., ) su
konStanty.

Vektory u a v nazyvame kontrolné (riadiace) premenné. Kontrolné premenné
ovplyviiuju stavové premenné podla sustavy diferencidlnych rovnic (nazyvanych
kinematické rovnice)

X, = fi(x, u, v), i=12,..,n (6.1)
kde X, su derivacie x; podla Casu 1.

Diferencialna hra pokracuje podla diferencialnych rovnic (6.1) do konecnej
fazy, ktora nastane, ak stavové premenné dosiahnu hodnoty zo zadanej variety
S < E,. Varieta S sa nazyva konecnd varieta.

V te6rii diferencialnych hier berieme vo vi&ine pripadov za kone€ni varietu
nejaky povrch, ktory sa nazyva konecny povrch a je Castou hranice oblasti hry
E < E,. Ak fazovy bod x = (x,, X,, ..., x,) dosiahne povrch S, hra kon¢i.
Koneény povrch S ma dimenziu n — 1. UkaZeme, Ze na ndjdenie rieSenia
diferencialnej hry sa pouziva aparat diferencialnych rovnic. Kone¢ny povrch,
ktory sliizi na ziskanie za¢iatoénych podmienok, musi mat dimenziu prave
n — 1, o zabezpeduje jediné rieSenie. Ak je dimenzia konecnej variety menSia
ako n — 1, mdze nastat degenericia.

V praktickych aplikaciach dosiahnutie koneéného povrchu méze znamenat,
e prvy hrad je dostatoéne blizko k druhému hracovi, aby ho dostihol, alebo, Ze
skongil uréeny Gasovy interval (ak hra musi skonéif v danom ¢asovom intervale,
aj Cas je stavovou premennou).

Diferencidlna hra mdze maf niekolko typov platieb. Obvykle sa pouziva
konecnd a integrdlna platba, alebo ich kombinécia. ,
Ak sa hra zadina v éase ¢ = 0 a kon¢i v ¢ase ¢t = T v bode (x,(T), x(7T), ...,
x,(T)) na kone¢nom povrchu S, potom koneéni1 platbu reprezentuje funkcia
F(x,(T), ..., x,(T)), ktora je definovana na tomto kone¢nom povrchu.

Integralna platba ma tvar

T
J P(X1s ey Xps Uy wues Uy Uy ooy 1) dE (6.2)
0

Najvseobecnejsi typ platby, ktory prichadza do uvahy, je funkcia F a integral
typu (6.2).

Podobne ako v diskrétnych viackrokovych hrach metoda riesenia diferencial-
nych hier s Gplnou informéciou spodiva v zamene prvkov hry za ich hodnoty
(hodnoty hier na kazdom kroku) s nasledovnym rieSenim rekurentnych rovnic
pre tieto hodnoty (tieto rekurentné rovnice budu diferencialne).

Predpokladajme, Ze v kazdom kroku existuju hodnoty hier; hodnotu hry,
ktora zad¢ina v bode x = (x,, ..., x,), budeme oznacovat V(x,, ..., x,). Predpokla-
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dajme, Ze v ¢ase 7 = 0 voli prvy hra¢ kontrolnii premennt a a druhy hra¢
kontrolnl premenntt ¥. V tomto pripade po velmi malom ¢asovom intervale Az
sa stavové premenné rovnaju priblizne hodnote x + Ax, kde

Ax; = fi(x, G, V) At (6.3)
a ak existuje integralna platba hry, celkova platba sa bude rovnat priblizne
vs B3 Dpy oeny D) AL 6.4

JZC T i 7

Hra pokraluje znova z bodu x + Ax s dosiahnutou hodnotou platby (6.4).
Ak sa v Case At pouziju optimalne stratégie i, v, tak celkova platba bude

V(x) = p(x, ..
Na druhej strane

v X3 Upy oony Ups Uy, oo, D) AL+ V(X + Ax) (6.5)

Vix+ Ax) = V(x) + Z V(%) Ax,

kde ¥, st parcidlne derivacie V podla x,.
Potom podla (6.3)

Vix+ Ax) = V(x) + i Vi(x)fi(x, 4, v)At (6.6)

i=1

Ak dosadime vzfah (6.6) do vzfahu (6.5) a predpokladame, e G a ¥ st
optimélne volby kontrolnych premennych v &ase ¢ = 0, dostavame

V(x) = p(x, d, At + V(x) + Z V(0 f(x d, V) At
Ak 1 0, tak !
P @, V) + Y Vi(0f(x, @, %) =0 6.7)

i=1
¢o je za predpokladu, Ze hodnoty hier existujii v kazdom kroku, a teda moZeme
zamenif poradie max a min, ekvivalentné so vzfahom
u 1’4

max min {p(x, u, v)+ 3 Vi(x)fi(x u, v)} =0 (6.8)
u v i=1
Rovnica (6.7) alebo ekvivalentna rovnica (6.8) sa nazyva zakladna rovnica.
Ide o parcidlnu diferencialnu rovnicu prvého radu pre V(x), ktorej musi vyho-
vovat hodnota hry.
Ak sme ziskali zakladni rovnicu (6.7), mdZeme postupovat spitne po trajek-
toriach diferencialnych rovnic od kone¢ného povrchu. V pripade, 7e stavové
premenné dosiahli koneény povrch, plati
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i

p+Y Vfi=0

Ak zderivujeme lavu stranu tejto rovnice podla x;, dostavame sumu vyrazov
(6.9) az (6.12)

P+ 2 Vify (6.9)
(kde p; = 0p/ox; a f; = 0f;/0x))
Y oy V"f,- (6.10)
10X
0 O
—_ 2 [ 6.11

k§1 Quy, (p + z,: lf') ox; ( )
ip-(p+ZV,ﬁ>——aV" (6.12)

=1 aU, i Ox

Preskiimajme vyraz (6.11) za predpokladu, Ze kontrolné premenné st ohrani-
Cené konStantami. Vieme, Ze #, st alebo vnitri, alebo na hranici intervalu, ktory
ich ohranicuje. Ak je to vnutorny bod, potom

a(p+g V,ﬁ)/@uk=0

pretoZe i, volime tak, aby maximalizoval vyraz v zatvorkach vo vztahu (6.8).
Ak 7@, leZi na hranici, potom

0t _
0x;
Vidime, Ze vyraz (6.11) sa rovna nule. Podobne sa rovna nule aj vyraz (6.12).
Preskumajme teraz vyraz (6.10). Plati
ov,_ o @

- -9
Ox; Ox;0x; Ox;

0

a teda

y O,y Odx_dy (6.13)
™ ox,

7 Ox; dt dt
Oznacime pravi Cast vyrazu (6.13) ¥, (¥, je derivacia ¥ podla gasu po
trajektorii, ktord zodpoveda stratégiam & a ¥). Ak pripoc¢itame tiito hodnotu
k vyrazu (6.9) a vysledok sa bude rovnaf nule, dostdvame rovnice

V= —|:p_,.(x, a, v) + Z Vify(x, 4, V)], j=1,nn (614

i=1
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ktoré spolu so ststavou rovnic
Xx=fix,a, v, j=1,..,n (6.15)

nazyvame rovnice optimdlnej cesty (alebo rovnice trajektorii) diferencialnej hry
s uplnou informaciou.

Rovnice (6.14) a (6.15) sa nazyvaju aj rovnice charakteristik. Su to skuto€ne
charakteristické rovnice zakladnej rovnice (6.7).

Tychto 2n rovnic spolu s hodnotou funkcie F predstavuju formalne rieSenie
diferencialnej hry (samozrejme, spolu so zakladnou rovnicou (6.8), na zaklade
ktorej sa uréuji optimalne kontrolné premenné & a v).

V niektorych pripadoch je vhodnejie pouzif opacny ¢as 7 = 7 — ¢ namiesto
priameho ¢asu 1, pretoZe pre ststavy rovnic (6.14) a (6.15) dostavame ulohu
s koncovymi podmienkami, a nie so zadiatocnymi.

Rovnice charakteristik maji v opatnom case 7 tvar

Vi=pi(x, d, v) + Z V.fi(x, a, v (6.16)

X, = —f(x d, V) (6.17)

Rovnice charakteristik zapisanych v tvare (6.16) a (6.17) sa nazyvaj rovnice
charakteristik v regresivnej forme.

Poznamenavame, Ze rovnice (6.16) sme ziskali na zaklade predpokladu, ze
ohranicenia kontrolnych premennych u a v s konstantné. Ak to neplati, tak
k vyrazu (6.16) musime pridat ¢leny, ktoré zodpovedaji derivacidm kontrol-
nych premennych.

Uréenie zadiatoénych podmienok

Termin zadiato¢né podmienky sa vzfahuje na rovnice charakteristik v regre-
sivnej forme. Zaujimaju nas zname hodnoty x a ¥, na kone¢nom povrchu S,
ktoré mézeme pouZif ako zaciatoéné podmienky pri integrovani rovnic (6.16)
a (6.17) podla 7. V mnohych hrach viak nemébzeme pouzit vietky body mnoziny
S ako kritérium konca hry. Na objasnenie tohto problému preskimame bod,
ktory je blizko kone¢ného povrchu S. Prvy hrac sa snazi ukonéit hru a druhy
oddialit jej koniec fahmi, ktoré sit v rozpore s konanim protivnika. Nech
v= (v, ..., v,) je normalovy vektor k S v bode xe S, ktory smeruje dovnutra
oblasti E. Ak

max min Y, v,fi(x, u, v) >0 (6.18)

voi=1

potom prvy hra¢ méze prekazitf rychle skoncenie hry, ktora sa zac¢ina v bodoch
dostatocne blizko k S. Ak je vo vzfahu (6.18) znamienko nerovnosti opacéné,
potom moZe druhy hra¢ dosiahnut rychle skonCenie hry. Problém spociva
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v tom, aky 0zitok budi mat hraci pri takychto stratégiach. Vysvetlime to na
pripade, ked vyhrou je ¢as skondenia hry. Predpokladajme, Ze druhy hra¢ chce
hru skoncit a pre prvého hraca je vyhodné hru nedokong¢it. Potom dostavame,
ze v pripade, ak plati (6.18), mdze prvy hra¢ oddialif bliZiaci sa koniec hry.

Analogicky pre tie body mnoZiny S, pre ktoré plati vo vztahu (6.18) opaéna
nerovnost, sa druhy hrac¢ usiluje hru skondit. Pri optimalnej hre sa bude koniec
hry realizovat iba v bodoch tejto oblasti.

Mnozinu bodov x€ S, pre ktor¢ plati nerovnica (6.18), nazyvame nepripustnd
oblast. Krivku ((n-2)-rozmern varietu) v S, ktord oddeluje tieto dve mnoZiny,
t.]. tak1, pre ktoru plati :

max min Y v,fi(x, u, v) =0 (6.19)

nazyvame hranica pripustnej oblasti.

Pre mnohe tlohy méZe byt pripustnou oblastou celd mnozina §. Existuje
viak vela pripadov, ked na ziskanie rieSenia musime najprv uréit pripustni
oblast.

ZaciatoCné podmienky potrebné na integrovanie rovnic (6.16) a (6.17) st
hodnoty x; a V,' (¢ =1, ..., n) v pripustnej oblasti.

PretoZe § je povrch (t.j. (n-1)-rozmerna varieta), moZeme ju vyjadrif pro-
strednictvom n-1 parametrov. Teda

X; = h(sy, ..., 5, 1), j=1..,n (6.20)

Budeme predpokladat, Ze tieto funkcie su diferencovatelné. Vzfahy (6.20)
udavaju prvych n zaciato¢nych podmienok. Na ziskanie hodnét ¥, v pripustnej
oblasti vychadzame zo vztahu V' = F(s, ..., s,_;) v S. Ak tento vztah derivuje-
me podla s,, dostavame .

oF _
Os;

ah

. k=1,..,n—1 (6.21)
Os;,

2V
J

Ziskali sme teda n-1 rovnic na urenie 7 neznamych ¥;. K tymto rovniciam
treba pridat eSte zdkladni rovnicu (6.7), do ktorej namiesto x; dosadime ich
hodnoty zo vzfahu (6.20).

VSeobecne modZe mat tato sustava rovnic dve rieSenia. Problém spodiva
v tom, Ze uvedeny pristup neumoziiuje rozlisif dve strany povrchu S. V kon-
krétnych pripadoch vSak vzdy méZeme rozhodnif, ktoré z moznych rieseni
treba akceptovat.

Takto urime 2n zaciatocnych podmienok na koneénom povrchu S. Po
integrovani rovnic charakteristik (6.16) a (6.17) so ziskanymi zadiatoénymi
podmienkami ur¢ime 27 funkcii x; a ¥/ s argumentmi

Ty Spy cevs Sy_ 1. (6.22)
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Potom invertujeme prvych » funkcii x; a vyjadrime premenné (6.22) ako
funkcie x;. Nakoniec ndjdeme hodnotu hry V. Na to staci dosadif novoziskané
funkcie do zostavajucich n integralov, ziskat ¥(x,, ..., x,) a po integrovani najst
V' s presnostou na integracni konStantu, ktort urime pomocou znamych
hodnét ¥ na S. Takisto mdZzeme priamo vypoéitat platbu | pdr + F. Na to treba
dosadif x; a ¥, do a(x, V) a ¥(x, V), ktoré ziskame zo zakladnej rovnice (6.8)
a najst optimalne kontrolné premenné. Takymto sposobom najdeme rieSenie na
zaklade Standardnej schémy rieSenia diferencialnych rovnic (6.16) a (6.17).

6.1.2 Diferencialne antagonistické hry bez Gplinej informacie

V predchadzajucej stati sme skiimali diferencidlne hry s tplnou informaciou.
Tato tplnt informaciu v8ak nemusia hradéi vzdy mat. Vo véeobecnom pripade
alebo obidvaja hra¢i nemaju Uplnu informéciu, alebo jeden z hracov ju ma
a druhy nie. V takychto pripadoch si prirodzene metody rieSenia diferencial-
nych hier s Uplnou informaciou nepouZitelné a stratégie u(x) a v(x) prvého
a druhého hraca nemaju zmysel.

V mnohych pripadoch diferencialnych hier bez uplnej informacie méze exis-
tovat rieSenie hry, ktoré spiia zvoleny princip optimalnosti. Napriklad pre hru,
ktora nezabezpecuje Gplnt informaciu o stave hry pre obidvoch hracov, méoze
existovat situacia rovnovahy pre stratégie 4*(r) a v*(¢), ako aj hodnota hry.

Postacujuce (alebo nevyhnutné) podmienky existencie rieSenia hry v Cistych
stratégiach u(#) a v(¢) hracov v takomto pripade skimame pomocou nového
pojmu, tzv. dokonalej informadcie, t.]. takej informacie, pri ktorej hra¢ pozna
stratégiu protivnika vopred pre cell hru. Aj ked je takyto pripad informovanosti
malo pravdepodobny (vyskytuje sa v uzkej triede uloh tedrie hier), na jeho
zaklade mdZzeme formalizovat postacujuce (alebo nevyhnutné) podmienky exis-
tencie rieSenia hry bez uplnej informacie. Na prvy pohlad je to paradoxné, ale
ak podrobnejsie preskumame tento problém uvidime, Ze to tak nie je. Skutocne,
ak existuje rovnovazna situicia (sedlovy bod), tak vzajomna informovanost
hracov nema cenu. Hra¢i mézu jeden druhému oznamit svoje optiméalne straté-
gie g*(t) a v*(¢) (nezavisle od toho, ¢i dovtedy mali idealnu informaciu alebo
nie), vysledok hry sa tym nezmeni. Tato skutoénost (vlastnost situdcie rovnova-
hy) sa pouzije na ziskanie optimalnych stratégii.

Teda formalne méZeme predpokladaf, Ze obidvaja hraci maju dokonalu
informaciu, a za tohto predpokladu hladaf postacujuce (alebo nevyhnutné)
podmienky, pre ktoré plati princip sedlového bodu, t.j. podmienky, ked

max min = min max pre funkciu platieb, teda podmienky, pri ktorych najnizsia
ut) W) LG ()]

vyhra prvého hraca sa rovna najvy$sej prehre druhého hraca. Z tychto podmie-
nok urime optimalne stratégie &4*(¢) a v*(z), ktoré st v tomto zmysle idedlne.
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Podstatné je to, ze postacujice (alebo nevyhnutné) podmienky existencie
rieSenia hry nebudeme formulovat v stratégiach spravania jednotlivych hradov,
ale v stratégiach.

Nech je skumany proces opisany sustavou diferencidlnych rovnic zapisanych
vo vektorovom tvare

x=f(t, x, u, v) (6.23)

pri zaciatoénych podmienkach x(z) = x,, kde x(¢) = (x,(), ..., x,(?)) je n-roz-
merna vektorova stavova funkcia procesu definovana na intervale (¢, ¢,> (f, —
Cas zacatia a t; — Cas skondenia procesu), ktord ma tieto vlastnosti:

1. funkcie x;(¢) (i = 1, ..., n) st spojité na <¢, #,> a maji po &astiach spojité
derivéacie;

2. pre kazdé pevné ¢ vektor x(¢) patri do danej oblasti B,(f) n-rozmerného
vektorového priestoru X.

Vektorové funkcie u(¢) a v(¢) budeme nazyvat riadenie stistav P prvého hraca
a D druhého hréaca.

u(t) = (uy (), ..., u()) je r-rozmerna vektorova funkcia a v(t) = (v,(9), ...,
v,(?)) je s-rozmernd vektorova funkcia, ktoré su definované na intervale <{, ¢,>
a maju tieto vlastnosti:

1. ich zloZky st spojité na celom intervale <z, ;> okrem kone¢ného poétu
bodov, ktoré moézu byt bodmi nespojitosti prvého radu;

2. pre kazdé te<, t,), x€ B|(t) patri vektor u(¢) do danej mnozZiny Q,(z, x)
a vektor v(#) do mnoziny Q,(¢, x).

Podmienky, ktorym musia vyhovovat x(¢), u(?) a v(¢), definujit mnozinu ¥(¢)
pripustnych hodndt n + r + s Cisel (x;, u;, v,) pre kazdé re ¢, #,) a oblast
pripustnych hodnét ¢, x z (n + 1)-rozmerného priestoru T x X, ako aj V, pri-
pustnychn +r + s+ 1¢sel (x,, u, v, D@ =1,..,nj=1,..,rk=1, ...,9).
Funkcie fi(z, x, u, v) (i = 1, ..., n) st po Castiach spojité na ¥; a pre kazdé pevné
t su spojité na V(¢).

Riadenia ¥ a v zvolme tak, aby optimalizovali nejaké kritérium. Ak si
u a v prvkami dvoch ststav P a D, zaujmy ktorych st v zmysle tohto kritéria
antagonistické, budeme takyto riadeny proces nazyvat riadeny proces za kon-
Sfiktnej situdcie. Antagonickost zaujmov systémov spocdiva v tom, Ze jeden
systém chce dosiahnut najmensiu hodnotu kritéria na konci procesu ¢, a druhy
systém sa usiluje, aby tato hodnota bola ¢o najvicsia. Nech sa napriklad systém
P usiluje kritérium maximalizovat a systém D sa usiluje toto kritérium minimali-
zovaf. Pre Siroku triedu procesov mdzeme kritérium zvolit v tvare

41
I= J plt, x, u, v)dr + F(x,, x,) (6.24)
Ty

Funkcia p(t, x, u, v) je zadana, po Castiach spojita na ¥] a pre kazdé pevné
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1 je spojita na Vj(f). Funkcia F(x,, x,) je spojita pre vietky x, a x;, kde x, = x(z,)
a x; = x(t,).

Ststava rovnic (6.23), ktora opisuje riadeny proces, oblast B, pripustnych
hodnét 7, x, ako aj mnoziny pripustnych riadeni Q,(¢, x) a Q,(z, x) ststav
P a D su dané formou apriornej alebo fundamentalnej informacie o riadenom
procese. Tato informacia je vopred znama a pri skiimani procesu sa nemeni.
Predpokladdme, Ze pre obidva systémy P a D existuje fundamentédlna informa-
cia.

V tedrii hier sa takyto riadeny proces nazyva diferencidina hra, antagonistické
systémy sa nazyvaju hrddi, stav procesu x(z) sa nazyva stav hry, riadenie systé-
mov ¢isté stratégie hrdcov, optimalizacné kritérium platba a zakladna (funda-
mentdlna) informdcia sa nazyva pravidld hry.

Zostavili sme teda pravidla antagonistickej diferencidlnej hry a zarovefi uréili
objekt jej skimania. Na najdenie optimalnych stratégii hra¢ov musime pre tito
hru odvodif princip optimalnosti (optimalizaény princip).

Budeme vychadzat z hfadiska opera¢ného vyskumnika, o ktorom predpokla-
dame, Ze patri do systému (hraca) P. Potom na urlenie optimalnych stratégii
hracov v antagonistickej diferencialnej hre s uvedenymi pravidlami (bez plnej
informacie) je vhodné prijat nasledujuce tri principy optimalnosti.

1. Minmaxovy princip:

inf  sup I{t, x,, u(t), v(t)) = I(t,, x,, G,(t, ¥(1), v(?)) =
vDEQ; u(neQ,

= (15, X)) (6.25)

Pripustné stratégie G(t), ¥,(t, ii(¢)) hraCov P a D nazyvame optimalna dvojica
stratégii, ak pre ne plati minmaxovy princip (6.25). Tento princip predpoklada,
ze hra¢ P je takticky informovany, t.j. ma informaciu o konkrétnej volbe
stratégie v ¢ hrata D. Hra¢ D od zadiatku do konca hry nema informacie
o konkrétnej volbe stratégie u(t) hraca P. Taktto informéciu hraca P nazyvame
dokonalé informacia. Vidime, Ze z dokonalej informacie hra¢a P na zaklade
(6.23) vyplyva jeho Gplna informacia, teda hra¢ P v kazdom ¢asovom okamihu
ma informaciu o stave hry (ak md idealnu pamif)'. Opacné tvrdenie neplati.
Optimalnou stratégiou hraca D je taka stratégia, ktora realizuje najlep$i vysle-
dok pri najhorsej stratégii hra¢a D oproti idedlne informovanému hradovi
P. Najprv zafixujeme stratégiu v(z) hraca D a ndjdeme maximalnu hodnotu
funkcionaly I na mnoZine stratégii u(¢) hraca P:

sup I(ty, X, U(1), V(1)) = I(ty, X, G, (2, vV(1)), V(1) = di(v(1)) (6.26)

u(neQ,

"Hrag s idealnou pamdtou je v teorii hier taky hra¢, ktory si paméta vetky predchadzajuce
kroky a stavy od zadiatku. )
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Optimalnou stratégiou hraca D bude taka stratégia w(¢), pre ktort plati

V(%)I‘égz dl(V(t)) = v(it)rlgz ](ZO’ XOr an(ta V(t))a V(Z)) = I(ZO’ XO» ’Jn(ta V(t)’ "_,(t)) =

= inf sup I(t, X, u(t), v(©)) = I,(ty, X;) (6.27)
v(DeQ; uneQ,

Pre takto definovanu stratégiu v(7) hra¢a D nenadobida funkciondla pre
Tubovolnu stratégiu hra¢a P hodnotu vacsiu ako 1, (¢, x,), preto sa takato
stratégia hra¢a D nazyva garantovand. Hodnota kritéria I; (1, X,) je najlepsi
vysledok, s ktorym moze pocitat hrad P, ak je jeho protivnikom ,,rozumny*, ale
takticky neinformovany hra¢ D.

Stratégie hracov &,(¢, ¥(r)), ¥(r) a hodnotu kritéria I, (f,, x,) nazyvame
rieSenie hry pri minmaxovom principe optimalnosti.

2. Maxminovy princip:

sup lnf I(t()a Xos u(t)s V(t)) = I(tO’ XO’ a(t)a Vn([’ u([))) =
uneQ, v(eQ,
= L(1, X)) (6.28)

Pripustné stratégie d(t), v, (¢, (7)) hraov P a D nazyvame optimdlna dvojica
stratégii, ak pre ne plati maxminovy princip (6.28). Tento princip predpoklads,
Ze hra¢ P nema od zaciatku do konca hry informaciu o konkrétnej volbe
stratégie v(¢) hraca D. Hraé D je takticky informovany, t.j. ma informaciu
o konkrétnej volbe stratégie u(f) hra¢a P. Taklto informéciu hra¢a D nazyvame
idedlna informdcia. V tomto pripade zafixujeme stratégiu u(f) hraca P a hlada-
me minimalnu hodnotu funkcionaly I na mnoZine stratégii v(f) hrada D:

V(it)an L1y, X0, U(2), V(1)) = 119, Xo, U(D), ¥, (1, (D)) = dy(u(?)) (6.29)

Takticky neinformovany hra¢ P si musi zabezpecit zo svojho hladiska najlep-
§i (pre hraca D najhorsi) vysledok. Preto pre hraa P bude optimalna taka
strategia @(¢), pre ktoru plati

sup du(1) = sup (2o, %o, U(D), V,(1, U(D)) = I(to, Xo, (1), V, (2, u(1))) =

= sup inf I(t,, x, w(t), v(2)) = L(ty X,) (6.30)
u(NeQ, V(NeQ,
Hodnota kritéria I, (#,, X,) je najlepi vysledok, ktory moZe dosiahnut hraé D,
ak je jeho protivnik ,,rozumny®, ale takticky neinformovany hraé¢ P.
Stratégie hracov a(r), ¥,(z, @(r)) a hodnotu kritéria 7,(t, Xx,) nazyvame
rieSenie hry pri maxminovom principe optimalnosti.
Postacujuce podmienky existencie optimalnych stratégii hra¢ov pre maxmi-
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novy princip optimélnosti st analogické postacujicim podmienkam pre minma-
xovy princip optimalnosti. Mdzeme ukazat, Ze plati

A(ty, X5) = I, (tg, %) — L (ty, %) 2 0 (6.31)
Skutoéne, pre Tubovolné pevné u(?) a v(z) plati pre dolnu hranicu

v(l)an 1(103 Xo5 U(I)), V(l) é I(th Xo5 U(l), V(I))

a pre horna hranicu
I(tg, X, u(t), V() < sup 1(ty, Xo, (1), V(1))

u(e 0y

Teda
inf I(z,, x,, u(t), v(1)) £ sup I(z, Xy u(t), v(2))

v(eQ, u(eQ,
PretoZe Tava strana nerovnice nezavisi od wv(f), dostdvame

mf I(to, Xy, u(t), v(1)) £ inf  sup I(t, x, u(?), v(1))
V(e v()eQy u(nye @,

PretoZe prava strana poslednej nerovnice nezavisi od u(t), dostdvame

sup inf I(t, X, u(®), v(¥)) £ inf sup I(t, X, u(), v(1)) (6.32)
u(neQ, VINEQ, vined; u(neQ,

Ak pouZijeme vztahy (6.25), (6.28) a (6.32), dostaneme nerovnicu (6.31).
Ak plati L, (¢, X,) = I, (£y, X,), t.]j. plati rovnost
I(t()’ XO: a(t)a Vn(t’ L-I(t)) = I(t()a X[)’ ﬁn(t> ‘7([))7 |7(t))
tak vzajomna taktick4 informovanost hra¢ov nema hodnotu, pretoze

Ay, X)) =0
Ak
I(toa Xos lj([), U,,([, a(l))) < I(I()’ Xo» an(t, ‘7([))9 V([))

tak vzdjomna informovanost hrac¢ov ma hodnotu, pretoze
A(ty, %) >0

hraci potrebuju ziskat taktickl informéciu a usilovat sa utajit ju pred protivni-
kom.

Minmaxovy a maxminovy princip optimalnosti je charakterizovany krajnym
pripadom vzajomnej taktickej informovanosti hracov. Existuje trieda riadenych
procesov v konfliktnych situdciach, pre ktoré plati tento pripad. Optimalizaciu
riadeni prislu§nych systémov moéZeme v tomto pripade uskutoénif uvedenymi
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metodami. Okrem toho umoziiuji tieto metddy ocenif vzajomn1 taktickt infor-
movanost systémov.
3. Princip sedlového bodu:

sup inf I(ty, Xy, u(t), v(¢)) = inf sup I(ty X, u(t), v()) =
utyeQ V(DeQ, vineQr u(neQ,

= I(ty, Xo, *(1), V*(1)) = Li(to, X)) (6.33)
Pripustneé stratégie 4*(¢) a #*(¢) hraCov P a D nazyvame optimalna dvojica

stratégii, ak pre ne plati princip sedlového bodu (6.33). Tento princip zapisany
ako vztah (6.33) nepredpoklada, Ze obidvaja hra¢i maji Gapln( informaciu.

‘Naopak, v hre s tymto principom optimalnosti sa predpoklada, Ze obidvaja

hraci nemaju aplnt informaciu, t.j. nepoznaju stav hry v ka’dom &asovom
okamihu. Okrem toho, prirodzene, predpokladidme, Ze hraci od zaciatku do
konca hry nemaju informécie o konkrétnych volbach stratégii hier protivnika,
teda obidvaja hraci nie su takticky informovani. Predpokladdme, samozrejme,
Ze obidvaja hraci maji k dispozicii fundamentéalnu informaciu, ktora obsahuje
zaclatoCny stav hry a ¢as jej skoncenia.

Hodnotu (¢, x,) funkcionaly (6.24), ktora zodpoveda optunalne] dvojici
stratégii &* (1), V*(¢), nazyvame hodnota (cena) hry.

Pri tomto principe optimalnosti takticka informécia obidvoch hradov
P a D nema cenu, pretoZe pre optimalne stratégie plati vztah (6.33), teda
maximalna vyhra hrac¢a P sa rovna minimalnej prehre hrada D. Hradi Pa D si
moéZu navzijom ozndmif svoje stratégie G*(f) a ¥*(¢), vysledok hry sa tym
nezmeni (nezavisle od toho, ¢i mali alebo nemali obidvaja hra¢i dovtedy idealnu
informéciu). Ak vezmeme do Gvahy tito vlastnost, mbéZeme napisat, Ze

sup inf K1, x, u(?), w(£)) = inf sup I(t, X, u(?), v(t)) =
Jup, ok, Io X u(t), U0) = inf - sup (i o (0, (1) =

= I(toa X, a,,(l, V"(l)), Vn(tﬂ an(t))) = Is(zos Xo) (634)
Ak porovname vztahy (6.33) a (6.34), dostaneme
a*(0) = 4,(1, v,(0); V1) = V,(t, G,(0) (6.35)

Z rovnic (6.35) vyplyva, Ze ak je splneny princip optimalnosti sedlového
bodu, tak formalne (upozornujeme, Ze iba formalne!) méZzeme predpokladat, Ze
obidvaja hraci maju idedlnu informaciu. ESte raz zdoraziujeme, Ze to vyplyva
zo znamej vlastnosti, ktora spofiva v tom, Ze ak nastiva rovnovaha, tak
obidvaja hradi si mézu oznamit navzajom svoje optimalne stratégie pre celil hru
vopred, vysledok hry sa tym nezmeni.

Stratégie hraov &*(7) = a,(t, v,(9)), V*(¢) = ¥,(¢, G,(¢)) a hodnotu (cenu)
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hry I,(t,, X,) nazyvame rie§enie hry pri optimaliza¢nom principe sedlového
bodu.

6.2 HRY S VEKTOROVYMI FUNKCIAMI PLATIEB

V suwvislosti s rozvojom teodrie viackriterialnej optimalizacie sa v poslednych
rokoch venuje pozornost aj viackriteriaAlnym hram » hracov, ktoré sa nazyvaji
aj hry s vektorovymi funkciami platieb. Prvy podrobnejsi vyskum takych hier
bol opisany v [7].

V praktickych aplikaciach modelov konfliktnych situdcii s » (castnikmi
(hradmi) sa moze stat, Zze Gicastnici sa riadia viacerymi kritériami pri hodnoteni
vysledkov rozhodnuti. Takéto situdcie vznikaju pri rozhodovani o vystavbe
velkych investi¢nych celkov, napr. energetickych diel, kde rozne skupiny subjek-
tov rozhodovania musia postadit rozli¢né kritéria, ako st naklady na vystavbu,
rieSenie problémov znecistovania ovzdusia, ekologické problémy, ochrana pod-
neho a lesného fondu a pod.

Viackriteriadlne konfliktné rozhodovacie situacie méZu zahfnat tak koopera-
ciu, ako aj konflikt medzi rozliénymi skupinami subjektov rozhodovania na
rozlicnych dUrovniach. Na rieSenie takychto tloh mozZzno vyuzif metody tedrie
viackriteridlnych hier » hracov.

Tedria viackriterialnych hier vychadza z principu jednokriterialnych hier tak
v normalnom tvare, ako aj v tvare charakteristickej funkcie. V literatire boli
navrhnuté viaceré pristupy na rieSenie viackriterialnych hier. Tieto hry mozZno
skumat priamo v normalnom tvare alebo v tvare charakteristickej funkcie.
Okrem toho moZno pouzit aj proces parametrizacie, ktory umoznuje upravit
dant viackriterialnu hru na zodpovedajicu jednokriterialnu hru, pre ktoril su
zname koncepcie rieSenia.

Uvedieme najprv niektoré zakladné pojmy a oznacenia, ktoré sa vyuzivajl
v teorii viackriterialnych hier.

Predpokladajme, Ze tlohu viackriteridlneho rozhodovania mozZno opisat
takto:

“a) mnozinu rozhodnuti H s prvkami 4. MnozZinu H nazveme priestorom
rozhodovania;

b) mnozinu kritérii, definovanych pre kazdé rozhodnutie ~e H, ktoré mozno
vyjadrit vektorovou hodnotiacou funkciou w = (w,, w,, ..., w,). MnoZinu viet-
kych moznych vysledkov nazveme priestorom vysledkov alebo kritérii a oznadi-
me ju W= w(H) = {w(H)|heH};,

c) preferenénym poriadkom na priestore vysledkov, ktorym sa riadi rozho-
dovatel. Potom pre dané w, w@e W, vyraz w'¥ > w® oznaduje, 7e w'V je
preferované pred w®.
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Koneénym rozhodnutim nazveme také h¥ e H, ze nijaké pripustné w’ nie je
preferované pred w(h®), t.j. neexistuje w’ e W{w(h®)}, ze w’ > w(h©).

Kazdému bodu w'®e W moZno priradit takt mnozinu D(w?), ze we w'® +
+ D(W?) = {w® + d|de D(W®)} a w # w'® viedy a len vtedy, ak w® > w.

Ak D(w) je konvexny kuZel (t.]. ak d'V, dPe D(w) a A,, 4, > 0, potom aj
4,dV + 1,d?Pe D(w)), tak D(w) sa nazyva kuZzel domindcie pre w.

Subor {D(w)|we W} nazveme dominacnou §truktiurou ulohy viackriterial-
neho rozhodovania.

Nech je dand mnozina W, dominacna Struktira D(w) definovani na
W a nech w", w®e W. Hovorime, 7¢ w® je dominované w" vtedy a len
vtedy, ak w? > w® + D(w®) a w® # w®. Bod w%e W sa nazyva nedomi-
novanym rieSenim alebo nedominovanym vysledkom vtedy a len vtedy, ak
neexistuje nijaké w'' e W, pre ktoré plati, ze w'’ # w® a w®e w" + D(w?),
t.j. w® nie je dominované nijakym inym vysledkom z W.

Podobne pre priestor rozhodovania H bod h®e H nazveme nedominova-
nym rieSenim alebo rozhodnutim vtedy a len vtedy, ak neexistuje nijaké také
hYe H, 7ze w(hY) # w(h®) a w(h®)e w(h©) + D(w(h®)). Mnozinu vet-
kych nedominovanych rieSeni v priestore rozhodovania a v priestore vysledkov
oznacime N,(D(.)) a Ny (D(.)), kde D(.) oznaduje prislus$ni dominaén Struktu-
ru. Preto je opodstatnené pozadovat, aby ,,dobré* konecné riesenie bolo nedo-
minovanym rieSenim.

Najprv preskimame viackriteridlne hry » hra¢ov v normainom tvare. Na
rozdiel od hry n hraov v normalnom tvare, opisanej v §tvrtej kapitole, predpo-
kladame, Ze i-ty hra¢ ma vektorovu funkciu platieb m® (i = 1,2, ..., n) definova-
nu na priestore platieb AH. Nech i-ty hra¢ ma mnozinu kritérii 1, 2, ..., r; a jeho
funkcia platieb m® je definovana na H = R"”. Vieobecne kritéria hradov méozu
byt rozne. AvSak v nasom vyklade predpokladame, Ze kritéria pre vSetkych
hracov st rovnakého typu.

Oznaéme priestor platieb i-tého hraca, ak MY = m?(H), kde M ma roz-
mernost r,. Uplny priestor platieb M® ma rozmernost

a je definovany takto
MD =m(H) = m?, .., m®)(H) = {{(mP(h)), ..., (m" (h)]| heH}
Priklad 6.1

Nech je dand hra troch hrd¢ov v normalnom tvare. Mnoziny &istych stratégii
hracov oznacime ako

Jl = (il(])> j2(1))> J}: = (jl(Z)z jZ(Z))’ J3 = (jl(3)9 j2(3))
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Nech kazdy hra¢ ma dve kritéria rovnakého typu a matica platieb hry méa
nasledujuci tvar

-3 HE)
i 2

A0 /62 (23) (2.5 (22 (1L3) (3.5)
J @43 22 24 24 (23) @47)
AP 1G04 (1,3 (1,1) (0,0 (65)
AP \63) (52) (44 (1,0) (43) (44
3
Pre kazdl volbu &istych stratégii z [] J; tato matica platieb urcuje Sest-
i=1
rozmerny vektor platieb, v ktorom prvé dve stradnice predstavujii platby
prvému hracovi, dalSie dve platby druhému hracovi a posledné dve platby
tretiemu hra¢ovi. Napriklad, ak prvy hrac¢ voli stratégiu j§, druhy stratégiu j®
a treti hrag voli stratégiu ji*, platba prvého hrada pre prvé kritérium je 3 a pre
druhé kritérium 0, platba druhého hraca pre prvé kritérium je 5 a pre druhé
kritérium 4, platba treticho hraca pre prvé kritérium je 1 a pre druhé krité-
rium 3.
V tomto pripade H je subor pravdepodobnostnych rozdeleni na 8-prvkove;j
mnozine
f[ Iy = G5, JORRE, - B

i=1

Teda v tomto pripade

H= {heR(s)

8
h>0, Zh,.=l}

i=1

Uplny priestor platieb je Sestrozmerny a je definovany ako

i=1

MP = {i him(i)

heH}

kde m?, i =1, ..., 8 st $estrozmerné vektory platieb.

Na rieSenie takejto hry s vektorovou funkciou platieb mozno pouzit niekolko
pristupov. V praci [7] st tieto pristupy rozdelené do troch skupin. Ide o pristupy
vychadzajuce z rieSenia v Giplnom priestore platieb, koncepcie, ktoré vychadzaji
z priestoru platieb kazdého hraca a koncepcie, ktoré vyplyvaju z redukcie
(Gpravy) viackriteridlnej hry na jednokriterialnu. ‘

Predpokladajme, ze hraci sa dohodnu, Ze budu pouzivat niektor koncepciu
z uplného priestoru platieb M®. Kazdy hra¢ implicitne skitma vietky kritéria
pre ostatnych hracov v procese riesenia. Tento pristup je ekvivalentny tomu, Ze
M® pokladdme za priestor platieb pre jednokriteridlnu hru v normalnom tvare,
v ktorej pocet hracov je rovny sume r; (i = 1, 2, ..., n), pri¢om 7, je pocet kritérii

204

i-tého hraca. Inymi slovami, platba pre kazdé kritérium daného hraca sa inter-
pretuje ako samostatna platba rovnakého hraca.

Ako jednu z koncepcii riesenia tejto ilohy moézeme pouzit kompromisné
rieSenie. Takt tlohu moZno sformulovat takto.

Nech m® je vektor maximalnych platieb (v literatiire sa nazyva utopisticky
bod hry) a R,(m) st funkcie definované ako

1
&wm=[iomm—mﬂp prepz 1

i=1

Rm)=max{(m® —m)|li=1, ..., n

Tieto funkcie pouzivaji /,-metriku (pozri [33]) ako mieru vzdialenosti medzi
m®a m.

Definicia 6.1

Bod m?, ktory minimalizuje funkciu R,(m) definovant na M'?, nazveme
kompromisnym rieSenim hry » hrac¢ov s vektorovou funkciou platieb v normal-
nom tvare s parametrom p.

Mozno lahko dokazat, Ze ak M je konvexna mnoZina, potom m® dava
jednoznaéné rieSenie.

V hre z predchadzajiceho prikladu utopisticky bod hry m©@ = [(6,4), (5,4),
(6,7)]. Preto pre najdenie kompromisného rieSenia s parametrom 1 <p < w0
v plnom priestore hry minimalizujeme funkciu

Ry(m) = [(6 = m)? + (4 — m)? + (5 — my)? +
+ @ = m)? + (6 —m)? + (T — myY

pri¢om predpokladame, ze me M® a m = m™), kde m* st minimalne pri-
jatelné platby (podobne ako garanéné platby v jednokriteridlnych hrach # hra-
¢ov opisané v 4. kapitole).

Poznamendvame, Ze veobecne sa hra¢i mézu dohodnut, Zze budl pouzivat
konkrétnu dominaénu §truktiuru na M® a volif jednu stratégiu spomedzi nedo-
minovanych rieSeni vzhladom na tito dominaéni Struktiru.

Predpokladajme, ze kazdy hra¢ uréuje svoju dominacnl $truktaru D(.) na
svojom priestore platieb M. H, ozna¢me mnoZinu takych rozhodnuti, Ze pre
he Hy je m?(h) nedominované vzhladom na D,(.), i=1, 2, ..., n. Ak je
mnoZina nedominovanych rie§eni N konvexna, méZeme ju pokladaft za utopis-
ticky bod pre kazdého hraca. RieSenim hry budu také platby, ktoré minimalizu-
ju sumu vzdialenosti od utopistického bodu kazdého hraca.
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Nakoniec ukdzeme ako postupujeme pri redukcii platby kazdého hra¢a na
jedno kritérium. Predpokladajme, Ze kazdy hrac urc¢i vektor vah

® <(l)_0 Z t(l)_1>

pre svoje kritéria. Rozmernost vektora ¢? je r,. Tento vektor mdZeme pokladat

za odhad pravdepodobnostného rozdelenia vysledkov, ktoré nastani. Preto
funkcia platieb i-tého hrica bude

Ty
Z l/y)m;fi)
k=1

t.]. predstavuje strednt hodnotu pre pravdepodobnostné rozdelenie . Tymto
zredukujeme viackriterialnu hru na jednokriterialnu.

Zrejmé je, Ze hrac zvycajne nemoze presne urdif vektor vah £. MoZe viak urdit
mnoZinu vektorov vah, povedzme z kuzela A;. Potom kazda volba n vektorov
vah &, ..., t, kde teA, i=1, ..., n, ddva jednokriteridlnu hru » hradov
v normdlnom tvare,

Ak sa hraci riadia rovnakymi typmi kritérii 1, ..., r,, m6éZu sa dohodnuf, Ze
budl pouzivat rovnaky vektor vah t alebo mnozinu takychto vektorov vah.
Potom pre kazdé te A funkcia platieb i-tého hrada

Z t,mf)
k=1
transformuje viackriterialnu hru na jednokriterialnu.
V predchadzajucom priklade pre teL={t= (¢, t)|t=0 a t,+ 1, =1}
polozme ¢, = 1 — ¢,. Potom matica platieb parametrizovanej hry bude

i(3) i(3)

N J2
J G /244 3 -2t 5-21 2 2—1 5-21
Jib o 4 —1, 2 4—-2¢ 4-2¢ 33—t T-—31
JiB G 31, 441 3-24 0 0 6 — 1,
G0 \343t, 2431, 4 L 3+t 4

Okrem hier # hracov s vektorovou funkciou v normélnom tvare mozno
sktimat aj hry s vektorovou funkciou platieb v tvare charakteristickej funkcie.

Hovorime, Ze viackriteridlna hra n hraov v tvare charakteristickej funkcie sa
sklad4 z mnoziny hradov P = {1, ..., n} a vektorovej charakteristickej funkcie
v=(v,...,v,). Kazda zlozka tejto funkcie v,, k = 1, ..., r predstavuje charakte-
ristick® funkciu hry definovanu v $tvrtej kapitole. Pripomenieme, Ze (0, 1)-nor-
malizaciou kazdej funkeie v, k = 1, ..., r dostdvame vektorovil (viackriterialnu)
charakteristickt funkciu v = (u,, ..., u,).
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Priklad 6.2

Nech méame hru troch hracov s vektorovou funkciou platieb, zadanou pomo-
cou charakteristickej funkcie v = (v, v,) takto:

v({l}) = (2, 3), v({Zh = (1, D), v({3}) = (2, 4)
v({l, 2}) = (5, 6), v({1, 3) = (5, 8), v({2, 3)h) = (4, 5)
v({1, 2, 3p) = (11, 10)

Predpokladajme, ze tiito hru méZeme odvodit z prislusnej dvojkriterialnej
hry v normalnom tvare, priSom v, urfuje platbu kaZdej koalicié pre prvé
kritérium a v, platbu kazdej koalicie pre druhé kritérium.

Z poznatkov Stvrtej kapitoly vyplyva, ze (0, 1)- normahzovany tvar tejto hry
moZeme zapisaf takto:

u({1} = (0, 0), u({2)) = (0, 0), w({3}) = (0, 0)

u({1,2})=< ) ul, 3})—(— —) w2, 3})—(— 0>

ul,2,3H)=(1,1

KedZe s kazdou viackriteridlnou charakteristickou funkciou v = (v,, ..., v,)
Je spojena (0, 1)-normalizovana charakteristicka funkcia v = (uy, ..., u,), mdze-
me s nimi spojit nasledujice jednokriteridlne funkcie:

1. #, definovant pomocou 7(S) = max. vk(S) pre vsetky Se P.

2. 4, definovani pomocou a(S) = max uk(S) pre vietky Se P,
kde 7 je (0, 1)-normalizaciou 7. ' =*=

Pomocou parametrizacie mézeme viackriteridlnu charakteristicku funkciu
hry upravit na jednokriteridlnu, pre ktort pozname koncepcie rieSenia. M6zeme
to uskutoc¢nit podobne ako parametriziciu viackriteridlnej hry v normalnom
tvare.

Predpokladajme, Ze hraci sa dohodni, ze budl pouzivat vektor vah f alebo
mnozinu takychto vektorov vah

L= {tR(’)

t20, ) 4= 1}
k=1

pomocou ktorych mozno parametrizovat viackriterialnu charakteristickt funk-

ciu na jednokriterialnu.

OpiSeme metdédu priamej parametrizacie viackriterialnej charakteristickej
funkcie. Okrem toho poznamenavame, Ze jednokriteridlnu charakteristickl
funkciu mozno ziskaf aj parametrizaciou prislusnej viackriteridlnej hry v nor-
malnom tvare, z ktorej je tato odvodend (pozri [7]).
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Pre dany vektor te L modzeme definovat parametrizovanu hru v, takto
v,(S) = t(S) = Y 1u(S), pre vietky Se P
k=1

Ozna¢me (0, 1)-normalizovany tvar v, ako u,. MbZeme postupovat aj tak, Ze
najprv normalizujeme u na v, a potom parametrizujeme u. V takom pripade
ziskame (u),. UkaZeme, Ze vSeobecne u, # (u),.

Vratme sa k prikladu 6.2. Nech t= (¢, ¢,). PoloZzme ¢, =1 — ;. Potom
dostaneme

v (1) =3—1,0,{2D=10(3)=4—-21
v,({1,2}) =6 — 1, v,({1, 3}) = 8 — 3¢,

v, ({2,3) =51

v,({1,2,3) =10 — ¢,

Ak normalizujeme v,, dostaneme

2 1 t
t 1, 2 = s t 1, 3 = s 1 ’ = 1
“l, 2) 3+ 41 4l 3D 3+ 4 42, 3 3+ 4

Na druhej strane parametrizaciou (0, 1)-normalizovanej funkcie u dostaneme

1

2 1 1
13 2 =1—-= 19 t s == 1s 1 B =—-4
(), ({1, 2}) 3! (), ({1, 3}) 573! (w),({2, 3}) g

- . . 11\ . .

Vidime, Ze napriklad pre t= <5, 5) je u, ({1, 2}) = % Naproti tomu

1
(), ({1, 2}) = 3

Zrejmé je, 7ze na rieSenie takto ziskanych jednokriteridlnych hier mozno
pouzit zname koncepcie rieSenia.

Iny pristup k rieSeniu hier n hracov s vektorovou charakteristickou funkciou
platieb spociva v zovSeobecneni znamych koncepcii rieSenia jednokriterialnych
hier. Potom napriklad zovSeobecnenim C jadra hry je viackriterialne C jadro
hry.

Predpokladajme, ze kazdé kritérium u, viackriterialnej (0, 1)-normalizovanej
charakteristickej funkcie u = (u,, ..., u,) predstavuje mozné hodnoty koalicii pre
rozli¢né vysledky hry. Z poznatkov §tvrtej kapitoly je zrejmé, Ze nijaka koalicia

nema namietky proti nijakej imputcii z C jadra kaZdej charakteristickej

funkcie.
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Definicia 6.2

Viackriteridlnym C jadrom hry s charakteristickou funkciou u nazyvame
prienik C jadier funkcii u,, ktory oznac¢ime

MC(u) = () Cluy)

k=1
Veta 6.1

Pre (0, 1)-normalizovanu hru v tvare charakteristickej funkcie u = (v, ..., u,)
MC(u) = C(()
Débkaz

Z predchadzajicej definicie je zrejmé, Ze
xeMCu) = () Cu)
k=1

vtedy a len vtedy, ak x(N) =1 a x(S) = u(S), pre k=1, ..., ra SeN. To je
ekvivalentné tomu, Ze x(N) = 1 a x(8) = max 4, (S) = (G (S). Teda xe C@@).

Vratime sa znovu k predchadzajucemu prikladu. Viackriterialne C jadro hry
uréime takto:

MC(u) = {xeRﬂxZ 0, x,+x,+x=1,x +x2=1,

1 1
x1+x3§55x2+x3§’6‘}

Mozeme lahko zistif, Ze v tomto pripade MC(u) # 0. Na zaklade predcha-
dzajucej vety mdzeme definovat domina¢nu §truktaru pre hru s charakteristic-
kou funkciou u, ktord dava viackriteridlne C jadro hry. Potom pre kazdu
koaliciu Se N

As, ak x(S) < max {1 (S)}

Dg(x) = { , .
{0} v ostatnych pripadoch

kde kuzZel Ag= {de X|d, < 0 pre vSetky ie Su {0}}.

Mozno dokazat, Ze viackriteridlne C jadro hry sa rovna prieniku nedomino-
vanych rieSeni N(Dy).

Z literatary je zname (pozri napr. [7]), Ze na rieSenie hier n hracov s vektoro-
vymi funkciami platieb v tvare charakteristickej funkcie mozno pouZif aj iné
zname koncepcie rieSenia, napr. Shapleyho hodnotu hry alebo N jadro hry, a to
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tak, Ze tieto koncepcie aplikujeme na prislu$nu jednokriterialnu hru s charakte-
ristickou funkciou (), vytvorenou z pdvodnej viackriterialnej hry.

6.3 TEORIA HIER A SPOLOCENSKE VEDY

Aplikécie teérie hier sa u nas ¢asto redukovali na problémy optimalneho
ekonomického rozhodovania. Povodnym zdmerom autorov tejto tedrie viak
bolo vytvorif matematicky aparat na kvantitativnu aj kvalitativou analyzu
zlozZitych spolocenskych javov, ktorymi sa zaoberaju spolodenské vedy. Ide
najmé o analyzu spravania vyrobcov v roznych trhovych $truktirach a analyzu
volebného rozhodovania a hlasovacich mechanizmov v demokratickej spolo¢-
nosti. Uvedieme niektoré aplikdcie z tejto oblasti.

6.3.1 Tedria duopolu

Duopolom nazyva ekonomicka teéria takt trhovi $truktéiru, v ktorej stranu
ponuky reprezentuju dvaja vyrobcovia, ktori iplne kontrolujii ponuku na trhu
daného vyrobku. Tym, Ze maji vplyv na celkovy objem ponuky, mdzu ovplyv-
novat aj cenu. Spravanie vyrobcov v takejto trhovej §truktire je predmetom
pozornosti tzv. mikroekonomickej tedrie. Jednym z analytickych nastrojov
mikroekonomickej tedrie pri skitmani duopolu je tedria hier.

Vychadzame z nasledujaceho modelu duopolu:

Dvoch vyrobeov, ktori kontroluja ponuku na trhu daného vyrobku, oznadi-
me i = 1, 2. Nech

4, je objem vyroby prvého vyrobcu,

g> — objem vyroby druhého vyrobcu.

Funkcia

p=flg+ q)

udava zavislost ceny od ponuky, t.j. pre kazd{ iiroveri ponuky q, + q, udava
cenu, pre ktort bude tdto ponuka zodpovedat dopytu. Ide o klesajticu funkciu
(s rastom ponuky cena klesd). Predpokladame, Ze kazdy z vyrobcov pozna
zavislost medzi ponukou a cenou. Potom

Ri(g1, 42 = pg, = flg: + ¢) g,
Jje obrat prvého vyrobcu a

RAq1, ) = pa> = flq, + ¢) q>

Je obrat druhého vyrobcu. Predpokladame, e ziskova funkcia je diferencovatel-
na.
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Pojem hrani¢ného obratu (marginal revenue) definuje ekonomicka teérig
takto: Hraniénym obratom i-tej duopolistickej firmy (i = 1, 2) nazyvame veli-
¢inu .

RAq,, of (q:, g2) ‘ )4
—a _,(____41 4 =f(q1, ) + 4 ‘—f‘(ql = =p+ qia_
0q; 0g; q;

Tato veli¢ina udava, ako sa zmeni obrat i-tej firmy v dosledku zmeny jej

vystupu o jednotku. KedZe funkcia p = f(q,, ¢,) je klesajuca, plati

teda 5
/4
ptqgi—<p
0g;
a hraniény obrat duopolistickej firmy je mensi ako cena fiou vyrabaného vy-

robku.

Oznac¢me dalej

C,(q,) nakladovu funkciu prvého vyrobceu,

C,(g,) nakladovu funkciu druhého vyrobcu. o o

Predpokladame, 7e nakladové funkcie s diferencgvatel.tvl.e. Hrani¢nymi na-
kladmi i-tej firmy (i = 1. 2) nazyva ekonomicka teoria veli¢inu

dCi(q)
dg;

ktora udava, ako sa zmenia celkové naklady i-tej firmy v désledku zvacSenia jej
vyroby o jednotku. Nakladova funkcia je rastica, teda hrani¢né naklady su

kladné.
Ziskové funkcie obidvoch vyrobcov maju za danych predpokladov tvar

z{q, ) = pg1 — Cq) = f(q, + @) q, — Cilq) = Ri(qs, 9) — Cilq1)

pre prvého vyrobcu a

2(q1s @) = Pg> — CAqn) = (g1 + 42) > — Co(q:) = Ry(q1, ) — CXq»)

pre druhého vyrobeu. Zisk kazdého z vyrobcov zavisi nielen od jeho spravania,
ale aj od spravania jeho duopolistického konkurenta.

Treba odpovedat na otazku, akd ponuka a cena sa vytvara na duopolistic-
kom trhu.

Cournotovo rieSenie

AUGUSTINE COURNOT bol francizsky matematik, ktory sa ako prvy eSte
v prvej polovici 19. storodia zaoberal modelmi trhovych $truktar [19]. Jeho
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rieSenie problému duopolu vychidza z predpokladu, e kazda z dvoch duopolis-
tickych firiem maximalizuje nezavisle od druhej svoj zisk, pri¢om predpoklada
rovnakeé spravanie aj druhej firmy. Ide teda o typicky problém nekooperativnej
tedrie hier: ak jednotlivych duopolistov pokladame za hracov a ich ziskové
funkcie interpretujeme ako funkcie platieb, potom stav rovnovahy na duopolis-
tickom trhu je viastne rovnovaznym bodom v zmysle NASHA.

Nevyhnutnymi podmienkami pre rovnovazny bod su

0z,(4), ¢,) — OR\(41, 9») _dGq) -0 (6.36)
aql 6611 dql

0zx(q1, 4) — ORy(q1, ¢) _dGi(q) -0 (6.37)
aqz an dq2

teda hrani¢ny obrat kazdej firmy sa v stave rovnovahy rovna hraniénym nakla-
dom

OR(q,, g-) _ dCi(q)
0g; dg;

Z rovnic (6.36) a (6.37) mdZeme odvodif tzv. reagencné funkcie obidvoch
duopolistov; z rovnice (6.36) funkciu

g1 = ¢(q)

ktora udava, aky bude rovnovazny vystup g, prvej firmy pre Tubovolny vystup
g, druhej firmy; z rovnice (6.37) funkciu

4 = ¢,(q))

ktord udava, aky bude rovnovazny vystup g, druhej firmy pre lubovolny vystup
g, prvej firmy.

Rovnovéhu na duopolisiickom trhu uréime vyrieSenim sustavy rovnic (6.36)
az (6.37).

Priklad 6.3
Nech
P =f(g +¢q) =100 — 0,5(q, + ¢,) (6.38)
Ci(g) = 5q, (6.39)
Cy(g2) = 0,5¢, (6.40)
potom
z(qy, g2) = 95¢, — 0’5‘]12 ~0,5¢,9, (6.41)
2(4q1> 42) = 100g, — g5 — 0,599, (6.42)
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V danej situdcii st nevyhnutnymi podmienkami pre rovnovazny bod

0
92 _ g5 _ ¢ — 0,5g, = 0 (6.43)
g,
0z,
— =100 - 0,5, — 2¢, =0 (6.44)
0q,
Z rovnice (6.43) odvodime reagencnu funkciu prvej firmy
71 = ¢(q) = 95 — 0,5¢, ’ (6.45)
a z rovnice (6.44) reagenéna funkciu druhej firmy
%= ¢x(q1) = 50 — 0,25¢, (6.46)

Ak vyrieSime siistavu (6.43) az (6.44), dostaneme stav rovnovahy na duopo-
listickom trhu

q¥=80, ¢¥=30, z¥= 3200, z¥=900
teda sihrnny objem ponuky na nasom trhu bude
g% = qf+q¥=110
¢omu zodpoveda rovnovazna cena

g* =45

Kooperativne rieSenie

Vzajomna zavislost velkosti zisku firiem na duopolistickom trhu mézZe viest
zucastnené firmy k tvaham o spolupraci pri formovani ponuky. Namiesto
nezavislého postupu a konkurencie mézu preskiimat spoloény postup a doho-
vorit sa o maximalizacii celkového zisku:

2(q1, ¢2) = z/(q,, 9) + 2:(q1, q,) =f(q+ qo) (g + g — Ci(g) — Cigqy)

Predpokladom dohody je viak znovurozdelenie spolo¢ného zisku tak, aby
Ziadna z firiem nemala stratu v porovnani so samostatnym postupom.

Prikiad 6.4

V modeli (6.38) aZ (6.40) preskimame vlastnosti kooperativneho spravania
duopolistickych firiem. Spoloény zisk v tomto pripade bude

2(q1, ¢2) = z/(qy, 9) + 2(q1, ¢) = 100(g, + ¢5) — 0,5(g, + ¢.)* — 59, — 0,5¢;
Nevyhnutné podmienky pre maximaliziciu spolocného zisku maju tvar
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Eg‘=95‘41_42=0
0q,
_6_2:100——q1—2q2=0
0q,

Vyrie$ime prislu$nt stistavu rovnic a dostaneme zodpovedajici stav rovno-
vahy na trhu so spolupracujucimi duopolistami:

q¥=90, g¥=35, z*=4525
teda sthrnny objem ponuky bude v tomto pripade
g* =qf+95=95
¢omu zodpoveda rovnovazna cena

p* =525

V porovnani s Cournotovym rieSenim v tomto pripade duc?pglistické ﬁrmy
dodaju na trh menej produkcie za vy3§iu cenu, pricom celkovy zisk vz.ra'stle’ Z0
4100 na 4275. Viimnime si viak, e v kooperativnom rie§eni duopolistického
trhu sa ziskané vyhody nemusia rovnomerne rozdelit medzi obidve firmy.
V nasom pripade prva firma zvySila (v porovnani so samostatnym postupom)
svoj zisk z 3 200 na 4275, zatial o zisk druhej firmy poklesol z 900 na 2?0. ANa
to, aby dohodu o spoloénom postupe re$pektovali obidve firmy, mus dojst
k dohode o prerozdeleni zisku tak, aby spolo¢ny postup nebol pre obidve ﬁrm;{
menej vyhodny ako samostatny postup. Dohoda o delbe zisku preto musi
vyhovovat nasledujucej podmienke:

x‘ + x2 - 4525
Xy = 3200
%= 900

Vidime, e ide vlastne o kooperativnu hru, v ktorej je dohoda medzi icastnik-
mi dana C jadrom tejto hry. , . .

Kooperativne spravanie duopolistov je zo spolocenského hIz%c‘i.lska mene;
priaznivé ako Cournotovo rieSenie (niZSia uroven ponuky a vyssia cena pri
nezmenenych technologickych podmienkach). Z t_ohp V’yplyva negaflvny vztah
spolo¢nosti k dohodam medzi firmami s monopohs@ckym posta}venfm na ,trhu,
prejavujici sa vo vyspelych Statoch v legislativnom zdkaze uzatvarania takychto

dohod.
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Stackelbergovo rieSenie

Vieobecnejsi pristup k analyze spravania duopolistov sformuloval nemecky
ekonom H. von STACKELBERG. Jeho model vychadza z nasledujicej ivahy:

Jedna z dvoch firiem na duopolistickom trhu méze postupovat tak, Ze sa
prisposobuje stratégii druhej firmy — prenechd jej vykonanie rozhodnutia
o objeme vyroby, a potom zvoli svoju stratégiu podla prislusnej reagencne;j
funkcie. Takuto firmu nazyva STACKELBERG ,,nasledovnikom®. Druha firma
predpoklada, Ze jej konkurent je ,,nasledovnikom®, a sprava sa podla tohto
predpokladu, t.j. pri svojom rozhodovani vychddza z toho, 7e kohkurent voli
stratégiu podla svojej reagenénej funkcie. Takato firmu nazyva STACKELBERG
,»vodcom®. Ak je ,,vodcom* napr. prva firma, potom tito firma maximalizuje
ziskovil funkciu

zi(q1> 0:(q1)

ktora je uz funkciou iba jednej premennej ¢, teda objemu J&j vlastného vystupu.
Za predpokladu, Ze druha firma je nasledovnik, voli tato firma svoju stratégiu
podla reagenénej funkcie

4 = ¢:(q)

ktora je funkciou premennej ¢,.

Kazda z dvoch duopolistickych firiem méZe preskumat efekt vztahov vod-
covstva a nasledovnictva z hladiska zisku a posudit, ¢ je pre fiu vyhodnejsie byt
vodcom alebo nasledovnikom. Vysledkom tejto analyzy je jedna z nasledujicich
Styroch moZnosti:

1. Prvé firma chee byf vodcom a druh4 firma nasledovnikom.

2. Prva firma chce byt nasledovnikom a druha firma vodcom.

3. Obidve firmy chct byt nasledovnikmi.

4. Obidve firmy chca byt vodcami. -

Prvé dva pripady st vnutorne konzistentné a vedt k stavu rovnovahy — pre
jednu z firiem je vyhodnejsie byt vodcom, priom tito vyhodu realizuje iba
vtedy, ked je jej konkurent nasledovnikom, pri¢om pre druht z firiem je vyhod-
nejsie byt nasledovnikom, pri¢om tito vyhodu realizuje iba vtedy, ked je jej
konkurent vodcom.

Treti pripad vedie ku Cournotovmu riefeniu. Kazdy z konkurujacich duopo-
listov sa prispdsobuje spravaniu druhého a stabilnym stavom je rovnovéazny bod
prislu$nej nekooperativnej hry.

Stvrty pripad sa nazyva Stackelbergovou nerovnovahou. Volba vodcovstva
obidvoma firmami je vniitorne rozporna, pretoze vychadza z neuskutoénenych
predpokladov (vodca realizuje svoju vyhodu iba vtedy, ked sa jeho konkurent
sprava ako nasledovnik). Stackelbergovu analyzu objasnime na priklade.
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Priklad 6.5

Vratme sa k nasmu modelu (6.38) az (6.40). Vykoname najprv analyzu
obidvoch duopolistov z hladiska vodcovstva. ' .
Predpokladajme, Ze prva firma je vodcom. Potom jej ziskovil funkciu

z1(g1, 42) = 95¢) — 0,5¢7 — 0,5¢,¢>
upravime dosadenim reagenénej funkcie (6.46) druhej firmy:
=g, 0:(q) = 95¢; — 0,57 — 0,5g,(50 — 0,25¢) = 70q; — 0,375¢;

N3jjdeme maximum tejto funkcie:

42 70 -0,75¢, = 0

dq,
g¥=93,333, z¥=3266,667

Nech je teraz vodcom druha firma. Jej ziskova funkciu
(g1, ) = 100g, — g5 — 0.5,
upravime dosadenim reagenénej funkcie 6.45 prvej firmy:
2A@i(qs), ) = 100g, — g2 — 0,595 — 0,5¢,) ¢ = 52,5¢, — 0,75¢;

Najdeme maximum:
dz,
dg,
q¥=135, z¥=918,75

=525—1,5¢,=0

Analyzou duopolistov z hladiska nasledovnictva zistime: ) '
Ak je prva firma nasledovnikom, potom (za predpokladu, Ze d%‘uha firma je
vodcom) jej vystup uréime z reagenénej funkcie (6.45) dosadenim g3'= 35
q¥=95—0,5¢%= 71,5
pricom
z¥=3001,125

Ak je druha firma nasledovnikom, potom (za predpokladu, i,e prva firma je
vodcom) jej vystup uréime z reagenénej funkcie (6.46) dosadenim gf = 93,33

q¥= 50 — 0,25¢gF = 26,667
pricom
-¥= 155,555

216

Rozborom tychto vysledkov zistime, ¢ v danom pripade sa obidve firmy
domnievaju, Ze je pre ne vyhodné spravat sa ako vodca. Dostdvame teda stav
Stackelbergovej nerovnovéahy. Celkova ponuka na duopolistickom trhu v tomto
pripade bude

q* = q¥+ q¥= 77,5 + 26,667 = 104,167

S rovnovaznou cenou
p* =4792

Porovnanie s trhom dokonalej konkurencie

Na trhu dokonalej konkurencie vyrobcovia nemaji moznost ovplyviiovat
ceny. Porovnajme vysledky analyzy duopolu s vysledkami, ktoré by nastali
vtedy, ak by sa obidve duopolistické firmy spravali ako dokonale kenkurenéné
firmy. V tomto pripade cena vystupuje pre vyrobcu ako dany parameter a cel-
kovy obrat i-tej firmy (i = 1, 2) sa rovna

Ri(q) = pq;

dR(q) -
dg;

sa v tomto pripade rovna cene a podmienkami pre maximaliziciu zisku je
rovnost hrani¢ného obratu s hraniénym nédkladom (pozri napr. [2]). V rovnakej
nakladovej situdcii budil teda podmienky pre maximalizaciu zisku obidvoch
firiem takéto:

Hrani¢ny obrat

p=f{qg +q)

dCi(q)
g+ gp) = 369
dqi
Priklad 6.6

Stav rovnovahy na skimanom trhu (za predpokladu, Ze sa obidvaja vyrobco-
via budl spravat ako dokonalé konkurenéné firmy) uréime z podmienok:

100 — 0,5(q; + ¢, =5
100 — 0,5(q; + ¢,) = g,
VyrieSenim tejto sustavy dostaneme
qg¥=185, q¥f=35, ¢* =190, p*=

Porovnanim s vysledkami analyzy duopolu vidime, Ze konkurenéné firmy sa
spravaju zo spolocenského hladiska priaznivejSie ako vietky typy duopolistic-
kych firiem. ‘

Svojim modelom duopolu COURNOT viac ako 100 rokov pred vznikom tedrie
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hier sformuloval prvy model konfliktnej situdcie typu hernych modelov a vyrie-
$il ho v stlade s pojmom rovnovazneho bodu nekooperativnej tedrie. J eho praca
ingpirovala mnozstvo dalSich §tudii sicasnej teorie hier, venovanych analyze
trhovych §truktar. Priamym rozvinutim uvedenych pristupov sit modely tzv.
oligopolu, trhovej $truktiry, v ktorej stranu ponuky reprezentuje niekolko
vyrobcov s nezanedbatelnym vplyvom na celkovi ponuku, a tym aj na cenu.
Teéria oligopolu aplikuje modely hier # hracov a vedie k zaujimavym problé-
mom najmi z hladiska kooperativnej tedrie (sthrnny vyklad pristupov tedrie
hier k analyze trhovych $truktir obsahuje napr. [19]). Ukazuje sa, Ze tvorive
aplikacie tedrie hier mdZu obohatit modernu ekonomicku tedriu.

6.3.2 Modely volebného rozhodovania

Vyspela spolo¢nost vyzaduje organizaciu, urcité pravidla a mechanizmy,
systémy arbitraze, ktoré umozfiuju hladat kompromisy medzi jednotlivymi
zdujmami a realizovat rovnovahu medzi zaujmami jednotlivcov, skupin a spo-
Jo¢nosti, uviest do suladu tendenciu k maximalizacii individualnych uzitocnosti
a moznosti spolo¢nosti ako celku.

Jednym z aktualnych problémov spolocenského Zivota s volebné a hlasova-
cie systémy a pravidla, ktorych vyjasnenie a osvojenie je predpokladom demo-
kratickej samospravy. Dalej ide o demokraticke pravidla rozhodovania
o variantnych projektoch, napr. v praci zastupitelskych zborov, o pravidla
uzatvarania dohdd a kompromisov, dosahovania konsensu v rozhodovani,
o analyzu vznikajucich spoloenskych Struktir a oceflovanie vplyvu a sily
ich jednotlivych zloziek, prognozu vysledkov rieSenia vznikajacich konfliktov.

Ramec tychto pravidiel je dany uréitou socialnou filozofiou a etikou, akcep-
tovanou v danej spolo¢nosti. Intuitivne je viak zrejmé, Ze na zaklade prijatej
axiomatiky spolo¢enského spravania tieto otazky suvisia s celym radom netri-
vidlnych kvantitativnych problémov, ktoré mozno modelovat a analyzovat.
Problematikou modelovania a kvantitativnej analyzy spolocenskych rozhodo-
vacich situdcii sa zaobera disciplina, ktort nazyvame sociologickou informati-
kou. S jednotlivymi jej prvkami sa mdZeme stretnuf v takych disciplinach, ako
je politolégia, pravna informatika, v ekonomickej oblasti mikroekonomicka
tedria a tedria blahobytu.

Teoria hier je jednou z matematickych disciplin, ktoré si vhodné na modelo-
vanie a analyzu problémov sociologickej informatiky. Uvedieme aspoti niekol-
ko nazornych prikladov z tejto oblasti.

,,Volebny paradox* Arrowa

Aby sme ukaézali, Ze spologenské rozhodovacie procesy nie st trividlne a Ze
ani v demokratickej spoloénosti nevyriesi vietky problémy jednoduché vacsino-
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vé hlasovanie, uvedieme dva priklady. Predpokladajme, Ze skupina jednotlivcov
rozhoduje hlasovanim o niekolkych variantoch (napriklad rézne projekty, ale-
bo variantni kandidati vo volbach), z ktorych treba vybratf jeden. Predpoklada-
me, ze kazdy jednotlivec ma nejaké individualne usporiadanie na mnoZine
variantov (preferuje urcity variant pred inym). O variantoch sa hlasuje podla
nasledujucich pravidiel: Zvitazi variant, ktory ziska nadpoloviénu vacsinu hla-
sov. Na dosiahnutie absolttnej va¢siny mozno hlasovanie uskutoénit v dvoch
kolach. Ak v prvom kole ziska niektory z variantov nadpoloviéna vidsinu,
hlasovanie sa skondi, v opaénom pripade postupia do druhého kola varianty,
ktoré sa umiestnili v prvom a druhom poradi. Potom zvitazi variant, ktory ziska
nadpoloviénu vacsinu v druhom kole.

Priklad 6.7

Predpokladame, Ze 5 voli¢ov rozhoduje o vybere jedného z troch variantov
A, B a C. MoZné usporiadanie preferencii jednotlivych voli¢ov uvadzame v na-
sledujiicej tabulke:

1 2 3 4 5
A A B B C
B C C C A
C B A A B

VysSie umiestnenie variantu v tabulke zodpovedad vy$Sej preferencii (na-
priklad prvy voli¢ preferuje A pred B a B pred C). Podla uvedenych preferencii
ziska v prvom kole dva hlasy variant A, dva hlasy B a jeden hlas variant C. Do
druhého kola postupujit varianty A a B. Po vyluceni variantu C vyzera tabulka
preferencii takto:

5
A
B

w |~
W
> | w
pll-- RN

Nadpoloviénli vdésinu hlasov v druhom kole ziska variant A. Celkovo
mozno konstatovat, Ze vysledkom hlasovania bolo spolocenské usporiadanie
preferencii: A sa preferuje pred B a B sa preferuje pred C. Ked viak analyzujeme
prvu tabulku preferencii, nie je celkom jasné, pre¢o by mal byt variant C zo
spolocenského hladiska najhorsi (Styria voli¢i ho kladi na druhé miesto a jeden
na prvé miesto, zatial ¢o traja voli¢i klad variant B na posledné miesto a dvaja
kladu na posledné miesto variant A). Na prvy pohlad prijatelné a demokratické
rozhodovacie procediiry nie su intuitivne celkom uspokojivé.

Vysledky prikladu 6.7 vyvolavaji uréité pochybnosti o racionalite zdanlivo
samozrejmych pravidiel. Nasledujuci priklad ilustruje moZnost zjavne paradox-
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nych situacii, ktoré mézu nastat v suvislosti s volebnymi a hlasovacimi procedu-
rami.

Priklad 6.8

Nech usporiadanie preferencii 5 voli¢ov, pokial ide o varianty A, B a C vyzera
takto:

aOw |-
QW >N
W > O | w
>wOl e
>Ow| v

V stilade s vyssie uvedenymi pravidlami ziskaju v prvom kole najviac hlasov
varianty A a C, ktoré postlipia do druhého kola. Po vyluceni variantu B vyzera
tabulka preferencii takto:

0> |
> 0w
QR ES
>0Ofw

1
A
C

V druhom kole ziska nadpoloviénl vic¢Sinu variant C, teda pouzity postup
vedie k spologenskému usporiadaniu variantov: C pred A a A pred B. Analyzou
preferencii viak zistime, Ze absol(itna véddSina preferuje A pred B (volici 1, 2 a 3);
absolfitna vidsina preferuje B pred C (voliéi 1, 2 a 5); absolitna vicSina
preferuje C pred A (voli¢i 3, 4 a 5). Ide o tzv. Arrowov volebny paradox: pri
vadsinovom rozhodovani mdzZe nastat situacia, Ze spoloéenské preferencie nie st
tranzitivne, teda z ,,A je lepSie ako B* a ,,B je lepSie ako C* nevyplyva, ze ,,A
je lepsie ako C*.

Arrowov volebny paradox ukazuje, Ze otazka konstrukcie hlasovacich a vo-
lebnych pravidiel, ktoré by vylugili moznost logicky protirecivého usporiadania
variantov, ktoré sii predmetom spolodenského rozhodovania, je zaujimavym
a doteraz otvorenym problémom tedrie rozhodovania. Zaobera sa nim tzv.
tedria skupinového rozhodovania, ktord je siéasfou teoérie hier a ktorej zdklad
polozil ARrROW (pozri [2]).

Problém volebnych koalicit

Predpokladajme, ze niekolko politickych stran a hnuti uvazuje o ucasti vo
volbach zalozenych na proporcionalnom systéme zastiipenia s diskriminéciou
mensinovych zoskupeni (na to, aby strana & hnutie ziskali mandaty, musia
dostat najmenej p % z celkového poétu odovzdanych hlasov). Taktikou malych
stran, ktoré nemaji $ancu ziskat samostatnym postupom toto minimalne per-
cento hlasov, je zdruZovat sa do volebnych koalicii a ziskat poZadované mini-
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mum hlasov spolonym postupom. Vznika otazka vyberu koali¢nych partnerov
a delby miest na kandidatke.

Nechi =1, 2, ..., n s politické strany, ktoré¢ uvazuji o koali¢nej spolupraci.
Nech dalej na zaklade prieskumu verejnej mienky je a; odhad poétu hlasov,
ktoré vo volbéch ziska i-ta strana, g, je celkovy pocet volicov, p je minimalne
percento hlasov, ktoré treba ziskaf s ohladom na pravidlo vyligenia mensino-
vych zoskupeni a b je pocet hlasov potrebnych na ziskanie jedného mandatu.
Za predpokladu 100% ucasti voliov musi za zoskupenie, ktoré chee ziskat
mandaty, hlasovat aspoi int (p.a,/100) + 1 volicov, kde int(a) je celd Gast
cisla a. )

OznaCme /= {1, 2, ..., n} mnozinu strdn a S </ jej podmnoziny, teda
volebné koalicie. Problém volebnych koalicii mozno sformulovat ako koopera-
tivnu hru s charakteristickou funkciou:

=0 ak ) a, <int(p.a,/100) + 1
v(S) fes (6.47)
= int(Z g, /b) v opatnom pripade

Tato charakteristickd funkcia udava pocet mandatov, ktorych ziskanie pri-
slusné koalicia o¢akava.

Pouzitie aparatu kooperativnej teorie hier umozni skimat problémy tvorby
takychto koalicii. Predpokladajme napriklad, Ze vznikne koalicia s, ktora opod-
statnene predpoklada zisk v (») mandatov. Potom problém delby mandatov
medzi jednotlivymi zugastnenymi stranami mozno riedif na zaklade analyzy
pojmu C jadra kooperativnej hry. Nech x; je podet miest pridelenych na spolog-
nej kandidatke i-tej strane. Rozdelenie mandatov by malo zodpovedat celodisel-
nému rieSeniu sustavy

> x; = v(x)
Y X, =z o(S) pre S < x

x; > v(i)

Priklad 6.9

Nech I={l, 2, 3}, p= 5%, a,= 1000000, b = 20000, q, = 15000, a, =
= 25000, a; = 40 000. Podla vzorcov (6.47) dostaneme charakteristicku funk-
ciu

v({1}) = 0, v({2) = 0, v({3) = 0
v({1, 2) = 0, v({1, 3) =2, v({2, 3}) =3
v({1,2,3) =4
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Za predpokladu vzniku koalicie » = I (teda vietky rokujiice strany sa spoja
do jednej koalicie) mdze delba mandatov vychadzat zo slstavy

X +x+x=4

X+ X, =0
X, +x;=23
b +x,22
X, >0
X5 >0
X, >0

Tato sustava ma celodiselné rieSenie
x¥=1, x¥=1, x¥=2

teda zakladom dohody o koali¢nej spolupraci uvedenych troch strdn moéze byt
dohoda o delbe mandatov na kandidatke tak, aby na prvych 4 miestach kandi-
datky figuroval jeden kandidat prvej strany, jeden kandidat druhej strany
a dvaja kandidati tretej strany. Toto rozdelenie vychadza z predbezného odhadu
podpory voli¢ov jednotlivych stran a z potreby motivovat ti¢ast stran v koalicii
(napr. prva strana bude na kandidatke zastupena jednym kandiddtom, hoci
prinos jej hlasov nestadi na ziskanie mandatu, bez jej ucasti v koalicii by vSak
vsetky strany koalicie nemali nadej na ziskanie 4 mandatov).

Model volebnych koalicii vychadza zo znac¢nych zjednoduSeni: nie je napr.
realne predpokladat 100% tucast voli¢ov, pocet ziskanych hlasov jednotlivych
stran pravdepodobne zavisi aj od zloZenia koalicii, do ktorych tieto strany
vstipia a pod. Tieto zjednoduSenia v8ak mozZno odstranif (napr. pouzitim
kvalifikovaného odhadu ucasti voliov na volbach alebo definovanim funkcie
zavislosti predpokladaného poctu hlasov od ucasti v koaliciach, vychadzajuce-
ho zo $pecialnych prieskumov verejnej mienky) a pouzit kooperativnu teoriu
hier na volbu vhodnej predvolebnej stratégie.

6.4 DALSIE SMERY ROZVOJA TEORIE HIER

Tebria hier ako vedna disciplina sa v poslednych rokoch rychlo rozvija.
Dokazuje to aj mnozstvo ¢lankov a monografii vydavanych v mnohych kraji-
nach sveta.

V oblasti kone¢nych hier dvoch hracov je tedria dobre rozpracovana a ich

rozvoj prakticky ukonceny. V maticovych hrach sa v su¢asnosti vyskum sustre- k

222

duje na hladanie efektivnych metdd rie§enia. Z poznatkov druhej kapitoly je
zrejmé, Ze existujiice metody rieSenia maticovych hier st vieobecne velmi vypoc-
tovo naro¢né, najmi pre hry s velkymi maticami platieb. Preto sa vyskum v tejto
oblasti sustreduje na rieSenie hier s maticami platieb $pecialneho typu. Predpo-
klada sa, Ze daného typu nemusi byt len samotna matica platieb, ale aj niektoré
jej submatice. Medzi matice tohto typu patria napr. diagonilne matice, blokovo
diagonalne matice, kvazicyklické matice. Pre hry s takymito maticami platieb s
zname efektivne metddy rieSenia. Podrobnejsi prehlad o metddach rieSenia
maticovych hier s maticami platieb $pecialneho typu mozno najst v [70].
Okrem toho sa v tejto oblasti venuje pozornost aj pribliznym metddam

" rieSenia maticovych hier. Tieto metody st z vypoctového hladiska efektivnejsie

ako exaktné metody a ich pouZitie je opravnené najmé pri rieSeni praktickych
uloh velkych rozmerov.

Problém najdenia efektivnych met6d rieSenia pretrvava aj v oblasti bimatico-
vych hier. Lemkeho metdda, ktora je v siicasnosti najefektivnejSou na najdenie
rovnovaznych bodov v bimaticovej hre, je takisto vypoctovo naroCnd. Preto
dal§i rozvoj v tejto oblasti je zamerany na najdenie efektivnych metod uréenia
rovnovaznych bodov v maticovych hrach velkych rozmerov.

Situacia je odlidna pre nekoneéné hry dvoch hracov. Tu su teoreticky rozpra-
cované len niektoré typy hier, ako napr. hry na jednotkovom §tvorci, konvexné
hry, konk4avno-konvexné hry a hry s volbou ¢asového momentu. Teériu neko-
neénych hier dvoch hraov nemozno rozpracovat vieobecne pre fubovolné typy
takychto hier. Preto v sudasnosti je vyskum v tejto oblasti zamerany na rieSenie
typov hier s funkciami platieb konkrétnych vlastnosti.

Hry n hradov s v stiasnosti menej rozpracované ako kone¢né hry dvoch
hradov. Preto do popredia vystupuje daldi vyskum teérie hier » hracov, ktory
spodiva v odhaleni novych koncepcii rieSenia a metédach ich rieSenia.

Pre hry » hra¢ov v normalnom tvare mozno vieobecne prijat koncepciu
rieSenia rovnovazneho bodu (podla NasuA). Aj ked je znama existencia rovno-
vazneho bodu v zmieSanych stratégiach pre koneént hru # hra¢ov v normalnom
tvare, hlavny problém zostava v ndjdeni rovnovazneho bodu pre pripad, ak n je
vidsie ako 3. Existujiice metody hladania rovnovaznych bodov sa vypoctovo
naroéné aj pre hry troch hradov. Preto dalsi vyskum teoérie hier » hracov
v normalnom tvare je zamerany na néjdenie efektivnych metdd urcenia rovno-
vaznych bodov. Teoreticky nie je dorie§eny ani problém, ako postupovat v pri-
pade, ked existuje viac rovnovaznych bodov.

Pre hry n hradov v tvare charakteristickej funkcie je situdcia komplikovana
tym, ze v sucasnosti existuje vela koncepcii ich rieSenia (zdkladné s opisane
v Stvrtej kapitole a dalSie sit navrhnuté v zozname literatiiry). Pritom nemozno
jednozna¢ne urgit, ktord koncepcia rieSenia je ,,najlepsia“. V kazdej z nich
mozno najst niektoré prednosti, ako aj nedostatky. Okrem toho vznikajl taz-
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kosti aj v ndjdeni rieSenia podla niektorych z tychto koncepcii pre hry, v ktorych
pocet hracov je vacsi ako 3.

Spomedzi novsich koncepcii rieSenia hier #n hracov v tvare charakteristickej
funkcie uvedieme aspoii koncepciu y stabilnosti, homojadra hry a monojadra
hry. Dal§im smerom rozvoja kooperativnych hier je zdokonalenie pojmu cha-
rakteristickej funkcie hry tak, aby vyjadrovala zavislost platby koalicie nielen
od jej zloZenia a velkosti, ale aj od existujucej koali¢nej §truktiry, t. j- od
rozdelenia ostatnych hracov do koalicie. Okrem toho sa uvaZuje aj o moznej
zmene pojmu koali¢nej Struktiry tak, Ze sa predpoklada moZnost ucasti hracov
v roznych koaliciach, teda ked koali¢n4 $truktura nie je disjunktna. Podrobne;si
prehlad o daliom rozvoji tedrie hier n hra¢ov mo#no najst v [70] a [69)].

Rozvoj teorie hier zahffia aj dalie triedy hier. Niektoré z nich sme v kratkosti
opisali v tejto kapitole. Okrem nich existuju aj iné triedy hier. Medzi ne patria
aj stochastické hry a metahry. Najjednoduchsie stochastické hry st kone¢né hry
dvoch hracov, v ktorych prvky matice platieb si niahodné premenné. Ako
stochastické mozno skiimaf aj iné typy hier. VSeobecny model stochastickej hry
dvoch hracov je opisany v [30].

Zaujimavé aplikacie poskytuje teoria tzv. metahier. Tedria metahier skima
modely konfliktnych situacii podobnych hrdm, ktoré moZno formalne opisat
pomocou modelov tedrie hier. Tieto sa v§ak mozu odliSovat od skutonych hier
tym, Ze hrac¢i mézu, alebo nemusia poznat uZitoénosti (platby) jeden druhého,
dalej nemusia vedief, aké fahy moZe pouzivat protivnik a pod. Takéto modely,
ktorych formalna matematicka definicia sa neodli§uje od hry, predstavuju
zmie$ané rozdirenie hry na ini hru, odlisnt od pévodnej rozmernostou. Tato
uprava neubera na vSeobecnosti, av§ak znamena, e explicitne neskimaji zmie-
Sané stratégie, ale len Cisté. Pri analyze skamanych modelov treba braf do uvahy
tedriu racionality (racionalneho spravania hradov). V metahrach sa viak uvazu-
je s metatedriou spravania.

Empiricky mézeme teoriu metahier objasnit na jednoduchom priklade. Maj-
me hru dvoch hracov (nemusi to byt hra s nulovym stiétom platieb), kde kazdy
hra¢ ma dve Cisté stratégie A a B a kazdy z nich pozna preferenény poriadok
Styroch moznych vysledkov (A, A), (A, B), (B, A) a (B, B). Ak hradi hraju taka
hru niekolkokrat za sebou, vznika otazka, ako moZno predpovedat ich sprava-
nie v priebehu hry, teda aki moznt volbu &istych stratégii moZno ocakavat
v danej partii hry.

Nech matica platieb (bimatica) takej hry je dana takto:

A B

A (4, 4) (1,6)
B \(6,1 (2,2

Z tedrie racionalneho spravania hracov (pozri tvrtu kapitolu) vyplyva, Ze
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Jediny stabilny vysledok bude (B, B), ¢o je Nashov rovnovazny bod. Aviak
z matice platieb vidno, Ze vysledok (A, A) je lepsi pre obidvoch hracov nez
vysledok (B, B). Vzniké otdzka, & moze byt aj tento vysledok stabilny a kedy.
Mobzeme lahko zistif, 7e ak by sa hradi dohodli na pouZivani stratégii A, jeden
z nich by mohol tiito dohodu porusit (ak by nebola zavizna a Jej porusenie
sankcionované) a volit stratégiu B a tak ziskat najvyssiu vyhru. V te6rii metahier
sa postupuje tak, Zze z poévodnej hry sa odvodi nové hra, nazyvana metahra.
V nej prvy hra¢ ma dve stratégie A a B ako predtym a druhy hra¢ ma Styri
stratégie (pocet zobrazeni (A, B) na (A, B)). V takej hre sa potom skumaju
stabilné vysledky. Metahry st podrobnejiie skimané v [24].

Nakoniec treba povedat, Ze tedria hier je tesne spojena s tedriou uzitodnosti.
Preto aj rozvoj tedrie hier zavisi od rozvoja tedrie uzitoénosti. V tejto praci sme
neopisali zakladné pojmy tedrie uZitoénosti. Aviak implicitne sme predpoklada-
li, Ze vysledkom rozhodovania v konfliktnej situécii pre kazdého Gdastnika je
isty stupeni uspokojenia jeho poziadaviek alebo zitku (platby). Zakladnym
predpokladom v takych rozhodovacich situéciach bolo, 7e racionalni G&astnici
vedeli, ktoré vysledky preferujit pred inymi. Aviak problémy spojené s meranim
uZitku sme explicitne neskimali. Vysledok rozhodovania v konfliktnej situacii
sme opisovali velkostou platby. Preto v nagej terminolégii vysledok rozhodova-
nia pre daného hraca bol tym lepsi, ¢im vyssia bola jeho platba.

AvSak zo skiisenosti je znidme, e motiv Géasti v hre moze byt rozli¢ny.
V niektorych hrach (napr. v 3achu) vysledky rozhodnuti méZeme meraf jedno-
ducho vyhldsenim, ktory z hracov vyhral a ktory prehral. Potom WZitok z takej
hry moZno meraf pocitom uspokojenia z vyhry nad protivnikom. Aviak v su-
taZnych hrach o velmajstra taka miera hodnotenia nadobuda zrejme iny zmysel.
V inych hrach vysledky rozhodnuti mo#no vyjadrovat bodmi Gispechu vyhry
partie hry, pricom vysledné poéty bodov na konci série partii hry merajl
relativnu schopnost prejavent: hraémi. Nakoniec vysledky rozhodnuti mézu byt
merane uréitymi pefiaznymi platbami, ktoré hraci dostavaju alebo platia.

Pri analyze modelov rozhodovania v konfliktnych situaciach a za neurditosti
sme implicitne predpokladali, Ze vysledok rozhodovania mono meraf nejakou
rovnakou uzito¢nostou pre vietkych udastnikov (hracov) konfliktnej situacie.
Na zjednodusenie ivah mozno predpokladat, Ze ide o peniazné platby, ktoré
mozne vyjadrit v pefiaznych jednotkach a uZitoénost spojend s rozhodovanim
predstavuje Gzitkovii hodnotu pefiazi, pricom sa predpoklada, Ze tato je rovna-
ka pre vSetkych ucastnikov.

Avsak uz v jednoduchych modeloch, ktoré mozno zapisaf ako maticové hry,
kde jeden hra¢ (prvy) vyhrava urdith sumu pefazi a druhy ju prehrava, nie je
celkom jasné, &i uzitoCnosti tejto sumy st priamo protikladné pre oboch hracov.
Napriklad, ak prvy hra¢ je bohaty a druhy hraé je chudobny, prvy méze nechat
druhého vyhrat urciti sumu. Teda v désledku rozliénej financnej situdcie hradov
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alebo rozliénych psychologickych vztahov' rovnaké pefiazné sumy mézu mat
pre nich réznu uzito¢nost.

Problémy merania uZitoénosti eSte viac narastaji, ak predpokladame, Ze
platby hra¢ov sa nedaju vyjadrit v peniazoch. V takych pripadoch dana platba
mobZe mat velkn hodnotu pre jedného hrada, ale prakticky nijakd hodnotu pre
druhého hraca.

Z tychto poznimok vyplyva, Ze pre dokladni analyzu hier a spravania
hragdov v procese rozhodovania treba skiimat aj pojem osobnej uzitonosti,
ktoru hraé pripisuje vysledkom svojich rozhodnuti. Zrejmé je, Ze v konfliktne;
situacii najdoleZitej§im okamihom je kvantitativne ocenenie volby variantov
alebo stratégii hragémi, t. j. priradenie vysledku kazdému rozhodnutiu urcitého
¢isla uito&nosti tohto rozhodnutia. Toto mozno formalne vyjadrit pomocou
funkcie uzito¢nosti, o sa¢asne uréuje aj kritérium, podla ktorého hraci prijima-
ja rozhodnutia v hre.

Problémy spojené s ocefiovanim alebo meranim uZito¢nosti rozhodovania
sktima teéria uZitonosti. Teorii uzitoénosti, ako samostatnej vednej discipline,
boli v literatiire venované rozsiahle monografie a mnohé ¢lanky. Vztahy medzi
tedriou hier a tedriou uZito¢nosti sit podrobnejSie opisané v [33] a [70].

! Z hiadiska vplyvu psychologickych vzfahov na vysledok hry treba rozlisovat rozlicné p'syd}olo-
gické vzfahy hragov k funkcii uZito¢nosti. Z tohto hladiska rozliSujeme napr. vzfahy 0|?jek(vl‘Vn?,
hazardné, opatrné, oby¢ajné, vztahy chudéka a bohaca. Im zodpovedajl prislusné funkcie uzito¢-
nosti. Podrobnejiie st tieto problémy preskimane v {16].
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